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Zusammenfassung

Ausgehend von einer vorstrukturierenden Charakterisierung der Anwendungsmoglichkeiten
und -voraussetzungen der (linearen) Diskriminanzanalyse und ihren Beziehungen zu anderen
multivariaten Analyseverfahren wird eine umfassende Einfiihrung in das Verfahren gegeben.
Die beiden grundlegenden diskriminanzanalytischen Fragestellungen — Diskrimination und
Klassifikation — werden in zwei getrennten Abschnitten dargestellt. Das fiir die Diskrimination
zwischen Gruppen zentrale Diskriminanzkriterium wird zunéchst anschaulich hergeleitet; im
AnschluB wird der mathematische Hintergrund und die rechnerische Durchfiihrung der Dis-
kriminanzanalyse (Schitzung, deskriptive Beurteilung und inferenzstatistische Priifung von
Diskriminanzfunktionen; Beurteilung und Selektion von Merkmalsvariablen) detailliert behan-
delt. Fur die Klassifikation neuer Objekte werden solche Klassifikationsregeln vorgestellt, die
die tatsachliche Fehlerrate minimieren und mit den Anwendungsvoraussetzungen der linearen
Diskriminanzanalyse konsistent sind (Maximum-Likelihood- und Maximum-Probability-
Regeln), sowie drei unterschiedliche Methoden zur Schitzung von Fehlerraten skizziert. Alle
- wesentlichen Rechenschritte bei der Diskrimination zwischen Gruppen und der Klassifikation
neuer Objekte werden anhand eines Datensatzes aus der Personlichkeitsforschung exempla-

risch nachvollzogen.

Schlagworte: Diskriminanzanalyse — Diskrimination — Klassifikation — multivariate Statistik



Inhaltstibersicht.....ccoceriiieiiciisissscsssanes . = R R e et 1

g 31 U011 s RS S ST SSNT SO S N (VSR S wis MRS SO S CORMIw S Lo - R 2
1.1 Problemstellungen der DiskriminQnzanalyse .................ccccovviriirceriaiiemesisssissnssssioscieseeons 2
1.2 Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu anderen multivariaten Analyseverfahren........... 4

T A Lo e S e e M, S J gl B0 5 WSS e sl I ol ol o s, o

2 Diskrimination zwischen Gruppen B |
2.1 Grundprinzip der Diskriminanzanalyse........................... e A I T 7
2.1.1 Das Diskriminanzkriterium fiir den Zwei-Gruppen-Fall ...........ccooeieniieneeiereeniesaennene 7
2.1.2 Verallgemeinerung des Diskriminanzkriteriums auf den Mehr-Gruppen-Fall .................. 9
2.1.3 Eigenschafton des DiskrimItatzralms .. oo vitussavssnissiosiivssississanissssnsasissiriasrississsoss 11
2.2 Rechnerische Durchfiihrung der Diskriminanzanalyse..................ccccoieiiveiiiomnisieiiviinienns 11
2.2.1 Schitzung der Diskriminanzfunktionen..........cccoceeveerverveenseesiersesasssesenns B 11
2.2.2 Normierung der Diskriminanzfunktionen ........c.cceeeeeeeeseieenesssonrsessesssssessessonssnseseseences 15
2.2.3 Beurteilung der DiskeiminanzZinIcioNe . .. sauseisimessavesvisnssssssssisrsassussassansomissesesasonssasen 14
2.2.3.1 Eigenwertanteil und kanonischer Korrelationskoeffizient...........ccecvveevvevriceierreresnnnens 17
2.2.3.2 Inferenzstatistische Priifung anhand von WIlKS A .......coooeiereicieeceiiciee e ceesaeennens 18
224 Beurteilung der Merkmalsvanablen .....ociciiamnsmiimimsysmwimadaosmas s 20
2.2.4.1 Standardisierte DiskriminanzkoeffiZienten..........ccccvirueniiesinesnisnmisasssiamsonsssssessuessansasas 21
22 A2 StrakBROOTHTICIIIEI . .o ivssmssrnestinseresncrssorasmasspasasivassoas sasasasneinsssensanshastsssysassiossspassastesna 22
Z:2.4.3 Selektion von MerkmalSvariabletlc. o iiiiiicuioiiniss ississisisssisrssdinsssssusoratonssdiiredvisvesssnss 23
2.2.4.3.1 Priifung des inkrementellen Beitrags einzelner Merkmalsvariablen..........ccocoevueinne. 24
2.2.4.3.2 Schrittweise DiskriminanZanalyse ...........ccessssseeresrassassssessasssnessesssessssanssaransrasassssaasas 25
213 ROCHERBCIEDICL -1 cccvins s srivsscss iosag sisvrmmoninn ists sninhase i e gy oY SR BN NS S S T 26
3 Klassifikation VOn ODIeKUen . ....iissiaesicsrsimerssssisisnnsmsaserssaniacsisssossssssissssssasssasissisasisasss 40
Ol KT ASSETRIIIDNSTRBEIR. . ... it ssntsemmnissassssissitn bt omrmsio issm s msisaaco e 0
T Mastrnun-L KOO0 REFOIN. . o rmmossorsessbiaricenyossons ssvss svosiassabimssspoirshmmissahs sromasi 41
80,2 Maxtmum-ProbDalilEV-REmel .......cotasnssscasssrsssassessimasnesssvariinspsasnsassessspsanpasonsnsanisnesoisss 43
3.2 Verwendung von Diskriminanzwerten fiir die Klassifikation ..................ccccceeveceeeceauene., 44
3.3 Methoden zur Schitzung von FeBlertatei . .........ccvasicviniisiisnmissmsisinsssiis 45
e T e e L e B 46
BEALERACUIY cisvsveonsuionsossnsuvnionions susssntnssineosiononsvatyissnsossinsanssbsssiesosbinasssseseisirnemssNdesooRmissAsistos hasussvin 50

Anhang: Index der verwendeten Notation.... ey SOt M S e S e e 53




1 Einleitung

1.1 Problemstellungen der Diskriminanzanalyse

Die Diskriminanzanalyse ist ein multivariates statistisches Verfahren zur Analyse und Prifung
von Gruppenunterschieden. Ausgangspunkt ist in der Regel die folgende Datensituation: Aus &
verschiedenen Populationen wurden Zufallsstichproben gezogen, flir jedes der N Untersu-
chungsobjekte liegen MeBwerte auf p verschiedenen Merkmalsvariablen vor (vgl. den Index
der verwendeten Symbole und ihrer Bedeutungen im Anhang). Anhand dieser Informationen
lassen sich mit der Diskriminanzanalyse Fragestellungen aus zwei verschiedenen, wenngleich

logisch zusammenhangenden Problembereichen bearbeiten (zu dieser Unterscheidung vgl. z.B.

Krzanowski & Marriott, 1995):

— Diskrimination zwischen Gruppen. Mit der hier ausschlieBlich behandelten linearen Diskri-
minanzanalyse (s.u.) kann eine geordnete Folge von Diskriminanzfunktionen bestimmt wer-
den, die eine detaillierte Analyse multivariater Unterschiede zwischen Gruppen erlauben.
Diskriminanzfunktionen sind diejenigen — voneinander unabhédngigen — Dimensionen, die im
Variablenraum eine optimale Trennung (Diskrimination) zwischen den Gruppen erzielen.
Das diskriminatorische Potential der (in der Regel) intervallskalierten Merkmalsvariablen
wird also auf eine geringere Anzahl von Dimensionen verdichtet; jede von ihnen reprisen-
tiert diskriminatorische Information, die in den ubrigen Diskriminanzfunktionen nicht enthal-
ten ist. Weiterhin kann der Beitrag der urspriinglichen Merkmalsvariablen zu den einzelnen
Diskriminanzfunktionen ermittelt werden, wodurch eine Beschreibung und gegebenenfalls
eine Erklarung multivariater Unterschiede moglich wird. Umgekehrt lassen sich auf diesem
Weg diejenigen Merkmalsvariablen seligieren, die zur Diskrimination zwischen den Gruppen
am besten geeignet sind.

- Klassifikation von Objekten.! Ein weiteres Anwendungsgebiet der Diskriminanzanalyse

' Der Begriff . Klassifikation™ wird hier im Sinne der Zuordnung von Objekten zu bereits bekannten wohldefi-
nierten Gruppen gebraucht (vgl. Schweizer, 1996). Die Diskriminanzanalyse ist damit von der Art klassifika-
torischer Probleme abzugrenzen, wie sie von der Clusteranalyse bearbeitet werden. Von manchen Autoren (z.B.
Kendall, 1966: Krauth, 1983) wird daher fiir diskriminanzanalytische Klassifikationsprobleme der Terminus
.Diskrimination™ verwendet. wihrend ,Klassifikation™ allein die clusteranalytische Zielvorgabe bezeichnen
soll. fiir eine Menge von Untersuchungsobjekten anhand bestimmter Merkmale eine sinnvolle Gruppeneintei-
lung erst zu bestimmen, Wir wollen demgegeniiber an der oben ausgefithrten Explikation der Begriffe
"Diskrimination” und "Klassifikation" festhalten, um die beiden grundlegenden Anwendungsbereiche der Dis-
kriminanzanalyse klar unterscheiden zu kénnen. Eine forschungspraktische Beziehung zwischen Diskri-
minanz- und Clusteranalyse besteht iibrigens darin, dab clusteranalytisch ermittelte Gruppierungen anhand
eines neuen Variablensatzes diskriminanzanalytisch iiberpriift werden kénnen (vgl. z.B. Moosbrugger & Frank.
2
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besteht in der Formulierung von Klassifikationsregeln, anhand derer eine méglichst fehler-
freie Zuordnung "neuer" Objekte, also solcher, von denen lediglich die Ausprigungen auf
den p Merkmalsvariablen, nicht aber thre Gruppenzugehorigkeit bekannt ist, zu einer der
definierten Gruppen erfolgen kann. Geschieht die Formulierung von Klassifikationsregeln
auf parametrischer Basis, miissen die relevanten Parameter bekannt sein bzw. aus Stichpro-
bendaten geschétzt werden und Annahmen iiber die Verteilungsform der Merkmalsvariablen
in den Populationen gemacht werden. Die Verwendung von Diskriminanzfunktionen zu

Klassifikationszwecken kann die Giite der Klassifikation erhéhen.

Die Bezeichnung "Diskriminanzanalyse" wird iiblicherweise fiir eine Vielzahl von heterogenen
Verfahren verwendet, die meist auf Klassifikationsporbleme bezogen sind, und die sich etwa
hinsichtlich des Skalenniveaus der zugrundeliegenden Merkmalsvariablen, der zugrundegeleg-
ten Verteilungsmodelle, der Einordnung als parametrische versus nicht-parametrische Verfah-
ren oder der von einer Klassifikationsregel zu optimierenden Zielkriterien unterscheiden (fiir
einen Uberblick s. zB. Das Gupta, 1973; Krauth, 1983). Im Mittelpunkt der folgenden Aus-
fiihrungen zum Diskriminationsproblem steht die lineare Diskriminanzanalyse, die in ihrer
Formulierung fiir den Fall von zwei Gruppen auf R. A. Fisher (1936) zuriickgeht.” Thre Verall-
gemeinerung auf den Mehr-Gruppen-Fall, mithin die Begriindung der multiplen (linearen) Dis-
kriminanzanalyse, ist im wesentlichen durch Rao (1948) und Bryan (1951) geleistet worden.
Neben ihrer weiten Verbreitung® sprechen eine Reihe inhaltlicher Griinde fiir eine bevorzugte
Darstellung der linearen Diskriminanzanalyse (vgl. Erb, 1990);
~ Breite der Erkenntnismoglichkeiten. Bei der linearen Diskriminanzanalyse sind im Unter-
schied zu anderen diskriminanzanalytischen Verfahren die Problembereiche der Diskrimina-
tion und der Klassifikation eng aufeinander bezogen, so daf3 sich neben verbesserten Mog-
lichkeiten der Formulierung von Klassifikationsregeln auch Lésungen fiir den Problembe-
reich der Diskrimination zwischen Gruppen ergeben.
— Robustheit. Die Anwendung der linearen Diskriminanzanalyse setzt das Vorliegen von ver-
gleichsweise restriktiven Bedingungen beziiglich des zugrundegelegten Datensatzes voraus,

insbesondere das Vorliegen intervallskalierter Merkmalsvariablen, die multivariate Normal-

1992).
* Im folgenden wird deshalb meist abkiirzend nur noch von "Diskriminanzanalyse" die Rede sein, auch wenn
die lineare Diskriminanzanalyse im speziellen gemeint ist.
¥ Nach Krauth (1983) ist die (multiple) lineare Diskriminanzanalyse in der psychologischen Forschung das am
hiufigsten cingesetzte diskriminanzanalytische Verfahren. Zudem ist sie das einzige Verfahren, das in sdmtli-
chen der gingigen statistischen Programmpakete (SPSS, SPSS Inc.. 1996: SAS. SAS Institute Inc., 1998;
BMDP, Dixon, 1992) verfiigbar ist.
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verteilung der Merkmalsvariablen in den untersuchten Populationen und die ndherungsweise
Gleichheit der Varianz-Kovarianzmatrizen in den Gruppen. Trotzdem fiihrt das Verfahren
auch bei teilweiser Verletzung dieser Voraussetzungen zu befriedigenden Resultaten: No-
minalskalierte Merkmalsvariablen kénnen problemlos in dichotome Dummy-Variablen um-
kodiert werden, die sich rechnerisch wie intervallskalierte Variablen behandeln lassen.— Von
einer Verletzung der multivariaten Normalverteilung der Merkmalsvariablen ist die Anwen-
dung von Signifikanztests sowie die Klassifikation von Objekten auf der Basis von Wahr-
scheinlichkeiten der Gruppenzugehdérigkeit betroffen. Zumindest die Mdglichkeit einer re-
liablen Klassifikation bleibt jedoch auch bei nur ungenauer Bestimmung der Wahrscheinlich-
keiten bestehen, wenn die Gruppencentroide hinreichend getrennt sind (vgl. Lachenbruch,
1975).— Liegen schlieBlich innerhalb der Gruppen stark ungleiche Streuungen der Merk-
malsvariablen vor, kann eines der beiden Ziele der linearen Diskriminanzanalyse, die Dis-
krimination zwischen Gruppen, nicht verfolgt werden, da keine verlaBlichen Schitzungen
der wahren Streuungen in den einzelnen Gruppen méglich sind. Immerhin lassen sich aber
auch in diesem Fall unter Umgéhung der Schitzung von Diskriminanzfunktionen Klassifika-
tionsregeln direkt auf Basis der Merkmalsvariablen formulieren.

— Interpretierbarkeit. Aufgrund des linearen Charakters der Diskrimirianzﬁmktionen liefert die
lineare Diskriminanzanalyse Ergebnisse, die einer inhaltlichen Interpretation verhaltnismafig
leicht zugénglich sind. Auch die Inspektion der Ergebnisse mittels graphischer Veranschau-

lichungen wird gegeniiber nichtlinearen Verfahren wesentlich vereinfacht.

1.2 Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu anderen multivariaten Analyseverfahren

Die engen Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu einer Reihe anderer statistischer Analyse-
verfahren lassen sich an ihren mathematischen Grundlagen insbesondere dann gut ablesen,
wenn man sich verdeutlicht, da3 die Diskriminanzanalyse prinzipiell einen Beitrag zu jedem
Forschungsproblem leisten kann, das den Vergleich von zwei oder mehr Gruppen hinsichtlich
eines multivariaten Datensatzes beinhaltet (vgl. Huberty, 1975)." Eine kurze Skizze der Stel-
lung der Diskriminanzanalyse zu anderen géngigen statistischen Verfahren kann diesen An-
spruch verdeutlichen:

Mit der multivariaten Varianzanalyse (MANOVA) hat die Diskriminanzanalyse die Variablen-

 Wenn jedoch — wie vielfach in einschlégigen Lehrbuchkapiteln (z.B. Hartung & Elpelt, 1984) — unter dem
Stichwort "Diskriminanzanalyse" lediglich Klassifikationsverfahren betrachtet werden, wird die Einbettung der
Diskriininanzanalyse in den Kontext der multivariaten Statistik hiiufig nicht sichtbar.
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konstellation gemeinsam, die den Ausgangspunkt der Analyse bildet. Wihrend sich die genuine
Zielsetzung der MANOVA auf die Priifung von Hypothesen beschrankt. welche Gesamtunter-
schiede von Populationen hinsichtlich eines tiber mehrere Merkmalsvariablen operationalisier-
ten, komplexen Merkmals betreffen, konnen wir mit der Diskriminanzanalyse die weitergehen-
de Fragestellung untersuchen, inwieweit die einzelnen Variablen — im multivariaten Zusam-
menhang — zum Zustandekommen des Gesamtunterschiedes beitragen. Hierzu stellt die Dis-
kriminanzanalyse als konfirmatorisches Verfahren auch Mittel zu einer detaillierten inferenz-
statistischen Priifung zur Verfligung.

Ein diskriminanzanalytisch zu bearbeitendes Forschungsanliegen kann demnach darin bestehen,
multivariate Gruppenunterschiede im Riickgriff auf die beteiligten Merkmalsvariablen zu erkla-
ren bzw. — sofern "neue" Objekte vorgegebenen Gruppen zugeordnet werden sollen — Grup-
penzugehorigkeiten zu prognostizieren. Daran wird die Néhe zu regressionsanalytischen Fra-
gestellungen deutlich, mit dem einzigen Unterschied, dal3 die dort typischerweise intervallska-
lierte, kontinuierliche Kriteriumsvariable in der Diskriminanzanalyse durch eine nominalskalier-
te Gruppierungsvariable ersetzt wird. Daher fiihren im Zwei-Gruppen-Fall Diskriminanz- und
Regressionsanalyse zu identischen Resultaten, wenn fiir die Gruppierungsvariable eine geeigne-
te Dummy-Kodierung verwendet wird (vgl. z.B. Hattemer, 1974).

Analog laBt sich eine Diskriminanzanalyse mit mehr als zwei Gruppen — wie die multivariate
Varianz- und Regressionsanalyse — in formaler Hinsicht als Spezialfall der kanonischen Korre-
lationsanalyse auffassen (vgl. Tatsuoka, 1953). Die Diskriminanzfunktionen reprasentieren
dann kanonische Variablen; die kanonischen Korrelationskoeffizienten geben den Zusammen-
hang zwischen Linearkombinationen der Merkmalsvariablen auf der einen und Linearkombina-
tionen der dummykodierten Gruppierungsvariablen auf der anderen Seite wieder. Demnach
1aBt sich auch die Diskriminanzanalyse unter das Allgemeine Lineare Modell subsumieren (vgl.
z.B. Moosbrugger, 1983).

Die rechnerische Losung des Diskriminationsproblems weist (wie die kanonische Korrelati-
onsanalyse mit ausschlieflich intervallskalierten Variablen) starke Beziige zum Vorgehen bei
der Hauptkomponentenanalyse auf (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971). Als Resultat erhalten wir hier
wie dort wechselseitig unabhangige Dimensionen, die gemeinsam einen Unterraum des Varia-
blenraums konstituieren. Anders als die Faktoren der Hauptkomponentenanalyse werden die
Diskriminanzfunktionen allerdings nach dem Kriterium extrahiert, eine sukzessiv maximale
Trennung zwischen den Gruppen zu erreichen. Die Diskriminanzanalyse kann damit als varia-

blenreduzierendes Verfahren verstanden werden, das unter Ausschopfung des Diskriminati-
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onspotentials der urspriinglichen Merkmalsvariablen eine 6konomische, tibersichtliche und ge-

gebenenfalls interpretierbare Darstellung multivariater Gruppenunterschiede erméglicht.

1.3 Uberblick

Ausfiihrliche Darstellungen der linearen Diskriminanzanalyse einschlieBlich ihrer formalen Be-
zige zu anderen multivariaten Analysetechniken finden sich unter anderem bei Tatsuoka
(1971), Cooley und Lohnes (1971) sowie Bortz (1993). Wegen der Beschriankung auf die li-
neare Diskriminanzanalyse kénnen diskriminanzanalytische Verfahren fiir kategoriale und ge-
mischtskalierte Datensatze (vgl. hierzu Goldstein & Dillon; 1978; Fahrmeir & Hamerle, 1984)
und diskriminanzanalytische Verfahren fiir den Fall nicht-normalverteilter Gruppen (vgl. hierzu
Trampisch, 1975) nicht behandelt werden. Die Monographie von Lachenbruch (1975) bietet
einen Abrif} des gesamten Bereichs der Diskriminanzanalyse. Einen Uberblick iiber diskri-
minanzanalytische Techniken mit einem Schwerpunkt auf Klassifikationsproblemen geben
Krauth (1983) sowie Deichsel und Trampisch (1985). Uber die Grundziige der Entwicklung
verschiedener diskriminanzanalytischer Ansédtze informiert die systematische Zusammenstel-
lung von Das Gupta (1973).

Diskriminations- und Klassifikationsprobleme lassen sich prinzipiell unabhingig voneinander
behandeln. Daher werden die beiden grundlegenden Anwendungsmdoglichkeiten der Diskri-
minanzanalyse in zwei getrennten Abschnitten dargestellt (Abschnitt 2 und Abschnitt 3). Dabei
wird die Analyse von Gruppenunterschieden als der logisch vorgingige Verfahrensschritt zu-
erst erortert; eine an einer geometrischen Veranschaulichung orientierte Einflihrung in die
Grundprinzipien des Verfahrens (Abschnitt 2.1) wird den mathematischen Grundlagen und der
rechnerischen Durchfithrung der Diskriminanzanalyse (Abschnitt 2.2) vorangestellt. Alle we-
sentlichen Rechenschritte werden zudem exemplarisch an einem Datensatz aus der Personlich-

keitsforschung (Brednich, 1993) zur Anwendung gebracht (Abschnitt 2.3 und Abschnitt 3.4).



2 Diskrimination zwischen Gruppen

2.1 Grundprinzip der Diskriminanzanalyse

Das Grundprinzip der Diskriminanzanalyse soll zunichst anhand des einfachsten Falles von
zwei Gruppen erldutert werden, bei dem eine Diskriminanzfunktion zur Gruppentrennung ge-
niigt (Abschnitt 2.1.1). Im ndchsten Schritt wird dann gezeigt, wie sich das fiir den Zwei-
Gruppen-Fall anschaulich begriindete Diskriminanzkriterium auf den Mehr-Gruppen-Mehr-
Variablen-Fall verallgemeinern 148t (Abschnitt 2.1.2). Als hesultat dieses allgemeinen Anwen-
dungsfalls ergibt sich der durch eine Folge von Diskriminanzfunktionen konstituierte Diskri-
minanzraum, dessen wesentliche Eigenschaften im Anschlufl dargestellt werden (Abschnitt

2.1.3).

2.1.1 Das Diskriminanzkriterium fiir den Zwei-Gruppen-Fall

Gegeben seien zwei Untersuchungsgruppen G und G, mit jeweils 7, und 7, Untersuchungsob-
jekten, fiir die — im Minimalfall - Merkmalswerte auf zwei Variablen X; und X; erhoben wur-
den. Gesucht wird nun eine neue Achse ¥ in der von X; und X, aufgespannten Ebene, die eine
optimale Trennung zwischen den Gruppen ermdéglicht. Anders ausgedriickt: Es soll eine Dis-
kriminanzvariable Y eingefiihrt werden, welche die Unterschiedlichkeit der Gruppen hinsicht-
lich der beiden Merkmalsvariablen simultan und unter Erfiillung eines Optimalititskriteriums
(s.u.) beschreibt. Die bivariate In%ormation wird also auf eine einzige Dimension verdichtet.
Folgerichtig wird die gesuchte Diskriminanzachse oder Diskriminanzfunktion als Linearkom-
bination

F=v X +v,X, (M

der Merkmalsvariablen dargestellt; v, und v, reprasentieren die Gewichtungs- oder Diskri-
minanzkoeffizienten, die die Lage der Diskriminanzachse in der Ebene der Merkmalsvariablen
bestimmen. Fiir ein Untersuchungsobjekt 7 erhalten wir den Diskriminanzwert y; durch Einset-

zen der individuellen Merkmalswerte x; und x,; in Gleichung 1:

Yi= VX% TV,X,;. (2)
Das Problem besteht nun darin, die Gewichtungskoeffizienten v; und v, so zu bestimmen, dal3
durch die resultierende Diskriminanzachse die Gruppen G, und G, méglichst gut voneinander
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getrennt werden.
Wie ldBt sich ein solches Zielkriterium néher prézisieren? Als MaB fur die Giite der Gruppen-

trennung bieten sich zwei Indikatoren an. Zum einen ist anzustreben, den quadrierten Abstand

D? der Gruppenmittelwerte y1 und y: auf der Diskriminanzvariablen zu maximieren:

D*= ()-;i _.yz )2
= [v1 (fn - Xy )"" ¥s (fll - X )]ﬂ

Zum anderen koénnen wir davon ausgehen, daf3 die Gruppen durch eine Diskriminanzfunktion

&)

umso besser getrennt sind, je kleiner der Uberschneidur}gsbereich der gruppenspezifischen
Streuungen der Diskriminanzwerte ist. Daraus folgt unmittelbar die Forderung, daB die Ge-
samtstreuung innerhalb (within) der Gruppen G; und G, hier ausgedriickt als Quadratsumme

Ow(Y) der Diskriminanzwerte innerhalb der Gruppen, minimal werden soll:
ny £ 2 nl - B
Q\V(Y)=Z(.V|r“}'1) ““Z(yzr*‘%) : 4)
r=1 sl

Wie man sich anhand eines graphischen Beispiels leicht veranschaulichen kann, sind die Forde-
rung nach einer Maximierung der Mittelwertedifferenz der Gruppen auf der Diskriminanzva-
riablen und die Forderung nach einer Minimierung der Innergruppenstreuung der Diskri-
minanzvariablen nicht aquivalent.’ Beide MaBe werden von unterschiedlichen Diskriminanz-
funktionen optimiert. Wir benétigen daher ein Kriterium, das beide Forderungen zusammen-
fait. Dieses gewinnen wir, indem wir das Verhéltnis aus der quadrierten Mittelwertedifferenz
D? und der Imergmppenstreuuné Ow(Y) bilden. Das Diskriminanzkriterium A fur den Zwei-

Gruppen-Fall lautet demnach:

A= — max . (5)

Fiir den Zwei-Gruppen-Fall gilt also geméf der in Gleichung 5 ausgedriickten Zielfunktion der
Diskriminanzanalyse, dal3 die Gewichtungskoeffizienten der Diskriminanzfunktion so zu schat-
zen sind, daf sich einerseits die Mittelwerte der Gruppen auf der Diskriminanzvariablen mog-
lichst deutlich unterscheiden, andererseits die Streuungen der Diskriminanzwerte innerhalb der

Gruppen moglichst klein sind.

* Dies liegt daran, daB sich auch die Gesamtstreuung der Diskriminanzwerte mit unterschiedlicher Lage der

Diskriminanzachse im Merkmalsraum #ndert.
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2.1.2 Verallgemeinerung des Diskriminanzkriteriums auf den Mehr-Gruppen-Fall

Wenn wir uns — wie es in vielen Anwendungen sinnvoll sein mag — fiir die Diskrimination von
mehr als zwei Gruppen interessieren, sind die einfachen Differenzen zwischen Gruppenmittel-
werten als Malf fiir die Unterschiedlichkeit der Gruppen nicht mehr hinreichend, da eine einzige
Diskriminanzfunktion die Unterschiede zwischen den Gruppen'dann in der Regel nicht voll-
stindig erfassen kann.® Wie sich anhand der mathematischen Losung der Maximierung des
Diskriminanzkriteriums zeigen 1aBt (s. Abschnitt 2.2.1), koénnen bei & Gruppen und p Merk-
malsvariablen 4-1 Diskriminanzfunktionen extrahiert werden, sofern die Anzahl p der M@rk—
malsvariablen grofer oder gleich der Anzahl £ der Gruppen ist; ist die Anzahl £ der Gruppen
hingegen grofer ist als die Anzahl p der Merkmalsvariablen, ergeben sich p Diskriminanzfuink-
tionen.7 Die Schitzung der einzelnen Diskriminanzfunktionen erfolgt dann nach dem Kiriterium
der sukzessiv maximalen Trennung der Gruppen: Durch die erste, iiber die Maximierung des
Diskriminanzkriteriums A zu schétzende Diskriminanzfunktion wird im Mehr-Gruppen-Mehr-
Variablen-Fall nur ein Teil der Zwischengruppenvarianz der Merkmalsvariablen aufgeklart. Wir
suchen daher nach einer zweiten Diskriminanzfunktion, die mit der ersten Diskriminanzfunkti-
on unkorreliert ist und eine optimale Trennung der Gruppen unter Ausnutzung der noch ver-
bleibenden Merkmalsvarianz erméglicht, und unter Umstdnden nach weiteren maximal diskri-
minierenden, aber mit den bereits extrahierten Diskriminanzfunktionen unkorrelierten Diskri-
minanzfunktionen. In dieser Weise wird verfahren, bis das gesamte Diskriminationspotential
der Merkmalsvariablen ausgeschopft ist, in der Regel bei einer Anzahl von r=min (p, 4-1) Dis-
kriminanzfunktionen. Diese bilden eine geordnete Folge, insofern sich der Beitrag, den eine
Diskriminanzfunktion zur Aufklarung der Zwischengruppenvarianz leisten kann, mit jedem
Extraktionsschritt verringert.

Fiir den allgemeinen Fall von £>2 Gruppen ist es daher zweckmaBig, als Verallgemeinerung
von Gleichung 5 — und unter Ausnutzung der aus der Varianzanalyse bekannten Quadratsum-

menzerlegung der totalen Quadratsumme Q. in Zwischengruppen-Quadratsumme (between-

® Eine einzige Diskriminanzfunktion wre bei #>2 Gruppen nur dann hinreichend, wenn — geometrisch ge-
sprochen — sich die Gruppenunterschiede vollstindig durch Projektion auf eine Gerade darstellen lassen. Dies
ist etwa dann der Fall, wenn lediglich zwei Merkmalsvariablen erhoben wurden bzw. wenn nur zwei der p
Merkmalsvariablen tiberhaupt zwischen den Gruppen diskriminieren (die Gruppenmittelwerte der iibrigen p—2
Merkmalsvariablen hingegen identisch sind), da dann die Gruppencentroide auf einer Geraden zu liegen kom-
men. Analog sind auch bei #>3 Gruppen zwei Diskriminanzfunktionen hinreichend, wenn sich die Grup-
penunterschiede durch Projektion auf eine Ebene darstellen lassen etc.

’ Um eine zufriedenstellende Trennung zwischen den Gruppen zu erreichen, empfiehlt es sich normalerweise,
p 2k Merkmalsvariablen in die Analyse einzubeziehen (vgl. Backhaus, Erichson, Plinke & Weiber, 1996).
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Quadratsumme) O, und Innergruppen-Quadratsumme (within-Quadratsumme) Q,, — anstelle
~ der einfachen quadrierten Mittelwertdifferenzen die Zwischengruppen-Quadratsumme Oy(Y:)

der jeweils gesuchten s-ten Diskriminanzfunktion iiber alle £ Gruppen hinweg zu bestimmen:;
X — = 3
Ou(Y) =2 me(F - 7,)" - (6)
g=l

Die Zwischengruppen-Quadratsumme O, (¥;) gibt — als die mit der GruppengroBe 1, gewichte-

te Summe der quadrierten Abweichungen der Gruppenmittelwerte y, vom Gesamtmittelwert
J, — den Anteil an der Gesamtstreuung O (¥;) der Diskriminanzwerte auf der s-ten Diskri-

minanzfunktion an, der durch die Gruppeneinteilung "erklart" wird. Umgekehrt gibt die Inner-
gruppen-Quadratsumme QO (¥5)

kg 2
Qw(Ys)zzz(yi's-_yss) z (7)

g=1 i=l

den durch die Gruppeneinteilung "nicht erklérten" Streuungsanteil der Diskriminanzwerte auf
der s-ten Diskriminanzfunktion an, der sich im allgemeinen Fall aus der Summe der quadrierten
Abweichungen der einzelnen Diskriminanzwerte yis von ihrem jeweiligen Gruppenmittel y,,
bemift.

Damit kénnen wir das Diskriminanzkriterium 4, fiir den allgemeinen Fall von £2>2 Gruppen als
das Verhaltnis von Zwischengruppen-Quadratsumme Oy(Y) und Innergruppen-Quadratsumme
Ow (Y9

L 0®

e @)

definieren, wobei als Nebenbedingung die sukzessive Unkorreliertheit der Diskriminanzfunk-
tionen zu beriicksichtigen ist. Folglich sind fiir den allgemeinen Fall von £22 Gruppen die
Gewichtungskoeffizienten der r Diskriminanzfunktionen nacheinander so zu bestimmen, daB
die auf die Gruppeneinteilung zuriickfiihrbare Streuung der jeweiligen Diskriminanzwerte ma-
ximal, die Streuung innerhalb der Gruppen hingegen minimal ist; zusétzlich soll die im f-ten
Extraktionsschritt bestimmte Diskriminanzfunktion mit den -1 bereits extrahierten Diskri-
minanzfunktionen unkorreliert sein. Man beachte, dal das Diskriminanzkriterium A, fir den
allgemeinen Fall dem F-Bruch der Varianzanalyse entspricht, wobei der tiber alle méglichen

Diskriminanzfunktionen konstante und daher fiir die Schiatzung der Diskriminanzfunktionen
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irrelevante Term, der die Hypothesen- und Fehlerfreiheitsgrade ausdriickt, weggelassen ist.
Diese Entsprechung verdeutlicht nochmals die bereits flir den Zwei-Gruppen-Fall angemerkte
Grundidee des diskriminanzanalytischen Verfahrens, multivariate Unterschiede zwischen
Gruppen durch die Bildung von Linearkombinationen der Merkmalsvariablen analysierbar zu
machen, indem eine Reduktion des multivariaten Problems auf ein oder mehrere univariate

Probleme vorgenommen wird.

2.1.3 Eigenschaften des Diskriminanzraums

Alle Diskriminanzfunktionen oder — wie wir aufgrund der Ahnlichkeit des Verfahrens zur
Hauptkomponentenanalyse auch sagen kénnen — Diskriminanzfaktoren gemeinsam konstituie- -
ren den sogenannten Diskriminanzraum, der das gesamte Diskriminanzpotential der Merk-
malsvariablen enthilt, allerdings (im Regelfall von p>£) von geringerer Dimensionalitit ist als
der Variablenraum. Dartiber hinaus 148t sich die Anzahl diskriminatorisch bedeutsamer Dis-
kriminanzfunktionen meist weiter reduzieren, da zur Entscheidung {iber die Anzahl von Dis-
kriminanzfunktionen, die in eine endgiiltige Losung sinnvollerweise aufzunehmen sind, des-
kriptive MaBe und Moglichkeiten einer inferenzstatistischen Beurteilung zur Verfligung stehen
(s. Abschnitt 2.2.3). Da die Diskriminanzfunktionen — im Unterschied zu den urspriinglichen
Merkmalsvariablen — wechselseitig unkorreliert sind, ergeben sich keine Uberschneidungen
hinsichtlich der "diékrinﬁnatorischen Information", die durch die Dimensionen des Diskri-
minanzraums reprasentiert wird. Wird eine inhaltliche Interpretation der Diskriminanzfunktio-
nen angestrebt, konnen — wie in der Hauptkomponentenanalyse — die Ladungen der Merkmals-
variablen auf den Diskriminanzfaktoren herangezogen werden. Die standardisierten Gewich-
tungskoeffizienten ermédglichen auBerdem eine Beurteilung der diskriminatorischen Bedeut-
samkeit der Merkmalsvariablen fiir einzelne Diskriminanzfunktionen sowie fiir die Gruppen-
trennung insgesamt (vgl. Abschnitt 2.2.4). -

2.2 Rechnerische Durchfiihrung der Diskriminanzanalyse

2.2.1 Schitzung der Diskriminanzfunktionen

Zunachst muf3 die Notation um einige Symbole erweitert werden: Fur eine Stichprobe von N
Untersuchungsobjekten sollen Werte auf p Merkmalsvariablen vorliegen, die in der (Nxp)-
Datenmatrix X zusammengefafit sind. Die N Untersuchungsobjekte lassen sich einer von &

Gruppen Gy, ..., Gy, ..., Gk der GroBe n, zuordnen. Entsprechend ist die Datenmatrix X parti-
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tionierbar in & Teilmatrizen X, ..., X, ..., Xk vom Typ (nyxp), die sich wiederum zeilenweise
aus den ny Merkmalsvektoren x'i=(xi, ..., Xj, ..., Xip) Zusammensetzen, in denen die dem i-ten
Untersﬁchungsobjekt aus Gruppe g zugehorigen Werte auf den p Merkmalsvariablen enthalten
sind. Die Diskriminanzwerte y;; der V Untersuchungsobjekte auf den » Diskriminanzvariablen
sollen in den Vektoren yy, ..., ¥s, ..., ¥ Zusammengefalit werden.

Zur Bestimmung der s-ten Diskriminanzfunktion (vgl. Abschnitt 2.1) wurde der Vektor der

Gewichtungskoeffizienten v,=(vyy, ..., Vy, ..., Vs)' in der Linearkombination

¥, =Xv, (9)
so gewahlt, daf er zu einer Maximierung des Diskriminanzkriteriums
Ou(Y,
A= L) (10)
Qw (Y 5 ) s

fuhrt. Der Vektor v, der Gewichtungskoeffizienten vy;, die der ersten Diskriminanzfunktion
zuzuordnen sind, soll demnach eine Maximierung von A, erzielen; sofern sich weitere Diskri-
minanzfunktionen bilden lassen, miissen deren Gewichtungsvektoren v,. ..., Vs, ..., V; SO ge-
wahlt werden, daB3 eine Maximierung von Ay, ..., 4, ..., 4 hinsichtlich der von den bereits ex-
trahierten Diskriminanzfunktionen noch nicht aufgekldrten Varianz erzielt wird.

Zur Losung dieses Maximierungsproblems werden zuerst die Quadratsummen Oy, und Q,, der
noch unbekannten Diskriminanzvariablen Y1, ..., ¥;, ..., ¥ als Ausdriicke der in der Datenmatrix
X enthaltenen Merkmalsvariablen und der jeweils gesuchten, zugehorigen Gewichtungsvekto-
ren vi, ..., Vs, ..., V¢ notiert, wobe£ die in Gleichung 9 ausgedriickte Beziehung zu verwenden
ist. Die totale Quadratsumme O, einer durch Linearkombination der Merkmalsvariablen Xj, ...,

X, gebildeten Variablen ¥, ergibt sich demnach als
Qt(ys):vslTvs! (11)
wobei die (pxp)-Streuungsmatrix T in der Hauptdiagonalen die Quadratsummen der p Merk-

malsvariablen, auferhalb der Hauptdiagonalen deren Kreuzproduktsummen enthalt (vgl. z.B.
Tatsuoka, 1971, Bortz, 1993). Nach der Beziehung

T=B+W (12)
laBt sich die Gesamtstreuungsmatrix T in die (pxp)-Matrix B der Zwischengruppen-

Quadratsummen und -Kreuzprodukte und die (pxp)-Matrix W der Innergruppen-
Quadratsummen und —Kreuzprodukte zerlegen. Mit Hilfe von B und W lassen sich nun auch
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die Zwischenquadratsumme Q, (¥;) nach Gleichung 6 und die Innergruppen-Quadratsumme
Ow (Y;) nach Gleichung 7 allein unter Rickgriff auf die gesuchten Gewichtungsvektoren v, und

die Streuungen der urspringlichen Merkmalsvariablen ausdriicken:

Qh(lls)=v's Bv'l (13)

0.(F)=v, Wv,. (14)
Matrix W wird auch als Matrix der gepoolten Innergruppen-Streuung bezeichnet, da sie sich
als Summe der gruppenspezifischen Streuungsmatrizen W, darstellen 1af3t:

w=iw§ (15)

g=!

mit

I P R (16)

i'=
wobei X, der Vektor der gruppenspezifischen Mittelwerte der p Merkmalsvariablen in Gruppe

g ist. Definiert man zusétzlich einen Vektor X, der die Gesamtmittelwerte der p Merkmalsva-
riablen enthélt, kann Matrix B anschaulich hergeleitet werden als

k 1
B=zlns(is -3), -%)
> S L (17)
-®-X)[x-X)
Dabei sind in der (Vxp)-Matrix X die Gruppenmittelwerte der Merkmalsvariablen so aufgeli-
stet, daB3 die ersten m, Zeilen jeweils X',, also dem transponierten Vektor der Gruppenmittel-
werte in G, die folgenden 7, Zeilen hingegen jeweils X',, also dem transponierten Vektor der
Gruppenmittelwerte in G, entsprechen usw., bis zu den letzten m Zeilen, die jeweils dem

Vektor f’k , also dem transponierten Vektor der Gruppenmittelwerte in Gy, entsprechen. Alle

Zeilen der (Nxp)-Matrix X enthalten hingegen die Gesamtmittelwerte der p Merkmalsvaria-
blen, entsprechen also X', dem transponierten Vektor der Gesamtmittelwerte der p Merkmals-

variablen.
Allgemein, d.h. ohne Festlegung, um die wievielte Diskriminanzfunktion es sich handelt, kon-

nen wir nun das Diskriminanzkriterium 4 gemaB der in Gleichung 13 und Gleichung 14 defi-
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nierten Beziehungen als Funktion der bekannten Matrizen B, W und des gesuchten Gewich-
tungsvektors v ausdriicken:

v'Bv e (18)

A=
' v'Wy

Wir l6sen das Maximierungsproblem, indem wir den Gradienten von A berechnen und dem

Nullvektor gleichsetzen:

A _ 2[(Bv)(v'Wy) - (V'Bv)(Wv)]
v (V' Wy)? ' (19)

Durch die Division von Zahler und Nenner durch v'Wy und -Verwendung der in Gleichung 18

+ gegebenen Definition von A fiir das zweite Glied der Differenz im Zahler vereinfacht sich die

Gleichung zu
2[Bv — AWv] o (20)
vWy

Durch Multiplikation mit v'Wy, Division durch 2 und Ausklammern von v erhalten wir
(B—AW)v=0. 21)

Sofern Matrix W nicht singular ist, konnen wir in Gleichung 21 durch Multiplikation mit der
Inversen W™ das Diskriminanzkriterium A isolieren

(W'B-ADy =0 (22)

und erhalten die Bestimmungsgleicl;unfg fir die gesuchten Vektoren v.* Die Losung von Glei-
chung 22 stellt ein klassisches Eigenwertproblem dar; es gilt, die Eigenwerte A und die dazu-
gehorigen Eigenvektoren v der quadratischen Matrix W™'B zu finden. Die interessierende
nichttriviale Losung v#0 kann nur dann gefunden werden, wenn die Matrix (W™'B — AI) sin-
guldr ist, d.h. eine Determinante von Null hat (vgl. zB. Moosbrugger, 1997). Aus dieser
Uberlegung erhalten wir mit

(W'B-A1=0 (23)

* Nach Tatsuoka (1971) sind auch dann verschiedene Losungsstrategien moglich, wenn W singuldr ist, was
z.B. dann der Fall ist, wenn einige der Merkmalsvariablen ipsative Messungen darstellen. Entweder man rech-
net mit den betreffenden Variablen eine Hauptkomponentenanalyse und fiigt nach Eliminierung der betreffen-
den Variablenwerte die erhaltenen Faktorwerte in die Datenmatrix ein, oder man 16st Gleichung 21, ohne si¢
zuvor zu Gleichung 22 zu vereinfachen. Im letzteren Fall handelt es sich um ein sogenanntes verallgemeinertes
Eigenwertproblem (generalized eigenvalue problem) mit der charakteristischen Gleichung | B - AW| =0
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die charakteristische Gleichung der Matrix W™'B. Die Entwicklung der Determinante fiihrt zu
einem Polynom r-ter Ordnung mit »=min (p, k~1) Losungen Ay, ..., A, ..., A fur 4, die - einge-
setzt in die Bestimmungsgleichung 22 — zu den dazugehérigen Eigenvektoren vy, ..., vq, ..., v,
fuihren. Setzt man den Eigenvektor v, der dem groBten Diskriminanzkriterium (Eigenwert) 4,
zugeordnet ist, als Gewichtungsvektor in Gleichung 9 ein, ergibt sich die Diskriminanzfunkti-
on, die von allen moglichen Diskriminanzfunktionen die héchste Diskriminationsfahigkeit be-
sitzt. Die analog zu bildende Diskriminanzfunktion mit dem Gewichtungsvektor v; erzielt unter
allen moglichen Linearkombinationen, die nicht mit der ersten Diskriminanzfunktion korreliert
sind, das hochste Diskriminanzkriterium A,, die Diskriminanzfunktion mit dem Gewichtungs-
vektor v; hat das hochste Diskriminanzkriterium A; unter allen moglichen Linearkombinatio-
nen, die nicht mit den ersten beiden Diskriminanzfunktionen korreliert sind, usw. Wie man
sieht, flihrt die Losung des zundchst allgemein fiir einen Gewichtungsvektor v gestellten Ma-
ximierungsproblems zur simultanen Auffindung aller extrahierbaren Diskriminanzfunktionen.

Die Anzahl von Eigenwerten der quadratischen Matrix W™'B, die ungleich Null sind, entspricht
dem Rang der Matrix B, da dieser hochstens gleich, in der Regel sogar kleiner ist als der Rang
der Matrix W', die vollen Rang haben muB, da Matrix W als nonsinguldr angenommen wurde.
In dieser Eigenschaft der Matrix W™'B ist die Begriindung dafiir zu finden, daB sich allgemein
r=min (p, k&~1) Diskriminanzfunktionen extrahieren lassen (vgl. Tatsuoka, 1971). An der Her-
leitung von B aus dem Matrixprodukt in Gleichung 17 ist ersichtlich, dal der Rang von B

gleich dem Rang der Matrix X — X ist. Diese Matrix hat wie Matrix X hochstens & unter-

schiedliche Zeilen, die zudem einer linearen Restriktion unterworfen sind, da gilt:

k
2.m, (% —¥)=0. (24)
g=l
Daher existieren in der Matrix X — X und damit in Matrix B nicht mehr als k-1 linear unab-
hingige Zeilen, so daB3 der Rang der Matrix B im Hochstfall entweder &1 oder p betrigt, je

nach dem, welcher der beiden Werte kleiner ist.

2.2.2 Normierung der Diskriminanzfunktionen

Die Maximierung des Diskriminanzkriteriums fiihrt zwar zu einer eindeutigen Bestimmung der
Lage der Diskriminanzfunktionen im Variablenraum, d.h. zu einer Festlegung des Verhaltnisses
der Diskriminanzkoeffizienten einer Diskriminanzfunktion untereinander, ohne da3 damit je-

doch die Skaleneinheit der Diskriminanzwerte festgelegt ware. Um die Diskriminanzwerte
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mehrerer Diskriminanzfunktionen untereinander vergleichen zu kénnen, mufl eine Skalierung
der Diskriminanzfunktionen vorgenommen werden. Nach Backhaus et al. (1996) hat sich dafiir
die Normierungsvorschrift durchgesetzt, die normierten Gewichtungskoeffizienten — enthalten
in den Vektoren by, ..., b,, ..., b, — so zu bestimmén, daB die gepoolte (d.h. iiber die ¥ Gruppen
vereinte) Innergruppenvarianz der Diskriminanzwerte den Wert Eins ergibt:’

L= P,
—-——N_kb,Wbs—-l. (25)

Demnach errechnet sich der Vektor b, der normierten Diskriminanzkoeffizienten nach

1

b, =v, .
s(wlvs

(26)

Dabei ist sy, die gepoolte Innergruppen-Standardabweichung der auf Basis der nicht normier-
ten Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunktion bestimmten Diskriminanzwerte,
also

0.d,) i
Stwive :\)N-k = N_kv,Wvs : 27)

AnschlieBend bestimmt man fiir jede Diskriminanzfunktion eine additive Konstante by

b,=-b, x, ' (28)
welche so gewdhit wird, daB8 der Gesamtmittelwert der Diskriminanzwerte der s-ten Diskri-
minanzfunktion Null ergibt:

P

e & =
V=5 X Ye= 2 bF, =0, : (29)

i=1 i=l
Den Vektor y, der normierten Diskriminanzwerte erhélt man nun tber die normierte Diskri-
minanzfunktion
¥, =boXe +b,x, +..+bx, +. . +b x| ' (30)

wobei x; ein N-dimensionaler Einsenvektor ist und x; jeweils ein N-dimensionaler Vektor, der
die Merkmalswerte der N Untersuchungsobjekte auf Merkmalsvariable ;j enthdlt. Nach der

® Anstelle der Matrix W kann zur Normierung auch die Matrix T, die die Gesamtstreuungen der Merkmalsva-
riablen enthilt, zuriickgegriffen werden, woraus fiir die Diskriminanzwerte eine Gesamtvarianz von Eins re-
sultiert (vgl. Cooley & Lohnes, 1971).
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Normierung aller » Diskriminanzfunktionen liegen also ausschlieBlich normierte Diskriminanz-

werte mit einem Mittelwert von Null und einer Innergruppenvarianz von Eins vor.

2.2.3 Beurteilung der Diskriminanzfunktionen

Neben einer Reihe deskriptiver Mal3e zur Beurteilung der Diskriminationsfahigkeit (Abschnitt
2.2.3.1) stehen Moglichkeiten einer inferenzstatistischen Priifung der Diskriminanzfunktionen
zur Verfigung (Abschnitt 2.2.3.2). Bei der Diskriminanzanalyse handelt es sich daher auch um
ein konfirmatorisches Verfahren. Es 1463t sich nicht nur priifen, ob zwischen den Gruppen ein
Gesamtunterschied hinsichtlich des untersuchten Variablenkomplexes besteht, sondern auch die
detailliertere Fragestellung beantworten, wie viele Diskriminanzfunktionen einen signifikanten
Beitrag zur Gruppentrennung leisten. Als Folge kann im Mehr-Gruppen-Mehr-Variablen-Fall

die Anzahl diskriminatorisch bedeutsamer Diskriminanzfunktionen in der Regel reduziert wer-

den.

2.2.3.1 Eigenwertanteil und kanonischer Korrelationskoeffizient

Die relative Bedeutung einer Diskriminanzfunktion s fiir die Trennung der Gruppen, also ihr
Anteil an der durch alle Gruppen insgesamt geleisteten Varianzaufklarung, wird durch ihren

Eigenwertanteil

"

A

3 (31)

A Huct A+ A,

ausgedriickt. Da das Diskriminanzkriterium A zwar per definitionem ein Maf flir die Diskrimi-
nationsfahigkeit von Diskriminanzfunktionen darstellt, aber wie die urspriinglichen Gewich-
tungsvektoren nicht normiert ist, zieht man zur Beurteilung der Diskriminationsféhigkeit einer
Diskriminanzfunktion den kanonischen Korrelationskoeffizienten p oder das sogenannte Wilks
A heran (zu letzterem s. Abschnitt 2.2.3.2).

Der quadrierte kanonische Korrelationskoeffizient p,” steht in der folgenden Beziehung zu dem

Diskriminanzkriterium A(vgl. Tatsuoka, 1953):

A

5

By (32)

Damit reprasentiert p,> den Quotienten von erklarter Varianz und Gesamtvarianz der Diskri-
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minanzwerte,'® gibt also den Anteil der durch die s-te Diskriminanzfunktion erklirten Varianz
an. Bei Durchfitlhrung einer kanonischen Korrelationsanalyse mit 4-1 in geeigneter Weise
dummykodierten Gruppierungsvariablen ergeben sich direkt » Werte fiir p,* als Losung eines

Eigenwertproblems (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971). Der kanonische Korrelationskoeffizient
p. =+/p. gibt demnach an, wie stark der Zusammenhang zwischen den Diskriminanzfunktio-

nen — den kanonischen Variablen — und der Gruppeneinteilung ist."’

2.2.3.2 Inferenzstatistische Prufung anhand von Wilks A

Zur inferenzstatistischen Uberpriifung von Diskriminanzfiinktionen greift man ublicherweise
auf Wilks A zuriick. Wilks A ist als Quotient der durch die Gruppeneinteilung nicht erklarten
und der Gesamtstreuung definiert, bestimmt sich also im Falle des sogenannten univariaten

Wilks A, fiir die s-te Diskriminanzfunktion als

1

Bei Wilks A, das auf einen Wertebereich zwischen Eins und Null normiert ist, handelt es sich
um ein inverses Giitemal3, so daf3 sehr kleine Werte von A im Sinne einer hohen Diskriminati-
on der Gruppen durch die s-te Diskriminanzfunktion zu interpretieren sind. Als Giitemal fur
die Diskriminationsfahigkeit aller Diskriminanzfunktionen gemeinsam wird das sogenannte

multivariate Wilks A berechnet:
A=]]A,. (34)
=]

Unter den Voraussetzungen, daf3 die p Merkmalsvariablen in den & Populationen, aus denen die

untersuchten Stichproben entnommen sind, multivariat normalverteilt sind und die Varianz-

Kovarianzmatrizen in den Gruppen als homogen angesehen werden konnen, 163t sich Wilks A

' Diese Bezichung gilt unabhingig davon, ob bereits normierte Diskriminanzfunktionen vorliegen oder nicht,
da die Ausprigung des Diskriminanzkriteriums von einer Normierung nicht beeinfluBt wird. Zur Veranschau-
lichung kann aber folgender Gedankengang hilfreich sein: Nach einer Normierung unter Riickgriff auf die
Matrix W ist die nicht erkldrte Varianz auf den Wert Eins normiert: da das Diskriminanzkriterium aber nach
Gleichung 3 als Quotient der Zwischengruppen-Quadratsumme Oy, (¥;) und der Innergruppen-Quadratsumme
Ou(¥;) definiert ist, muB in Folge einer Normierung unter Riickgriff auf W die erklirte Varianz 4,, die Gesamt-
varianz 1+A4, betragen.

" Im Zwei-Gruppen-Fall, in dem nur eine Diskriminanzfunktion extrahiert werden kann, entspricht der nach
Gleichung 32 ermittelbare Wert dem multiplen Korrelationskoeffizienten der Regressionsanalyse; das diskri-
minanzanalytische Verfahren ist dann dquivalent zu dem einer Regressionsanalyse mit dummykodierter Grup-
pierungsvariablen.
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in einen sogenannten }-Wert (Bartletts V-Statistik; vgl. Tatsuoka, 1971) tiberfiihren, der nihe-

rungsweise ¥ -verteilt ist. Uber den dem multivariaten Wilks A zugehorigen V-Wert

V=-[N-1-(p*+k)/2]ln A
=[N -1-(p*+k)2]In [0+ 2, X1+ 2,).(1+2,)] G5)

[V -1-(p*+)2] Y In i+ 4,]

s=1

kann die statistische Bedeutsamkeit aller » Diskriminanzfunktionen gemeinsam tberpriift wer-
den, wobei fiir p* die Anzahl der Merkmalsvariablen p einzusetzen ist;'? der /-Wert fiir das
multivariate Wilks A hat p*(k-1) Freiheitsgrade. Als Alternativhypothese H; fungiert hier die
globale Unterschiedshypothese, da3 in der Grundgesamtheit beziiglich der Mittelwertevektoren
M1, ..., Mg.., Mk Unterschiede bestehen; die dazugehorige Nullhypothese Hy lautet formal:
= S = =

Erweist sich nach Gleichung 35 das gesamte Diskriminanzpotential als signifikant, kann tber
die V-Statistik fiir das residuelle Wilks A weiterhin gepriift werden, ob das nach der Extraktion
und "Herauspartialisierung" der ersten, varianzstirksten Diskriminanzfunktion verbleibende
Diskriminanzpotential noch signifikant zwischen den Gruppen unterscheidet.* Wie die einzel-
nen Diskriminanzfunktionen sind die einzelnen Terme des logarithmierten Produkts in Glei-
chung 35 statistisch unabhangig. Daraus folgt, da3 auch der fiir die s-te Diskriminanzfunktion
ermittelbare V-Wert

V,==[N-1-(p*+k)/2]ln A,

=[N-1-(p*+k)/2]ln (1 +4,) (36)

approximativ y’-verteilt ist, und zwar mit p*+k-2s Freiheitsgraden (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971),
wobei p* wiederum gleich p ist. Die Summe der univariaten /~Werte fur die einzelnen Diskri-
minanzfunktionen ist dem V-Wert fiir das multivariate Wilks A dquivalent. Die residuelle Dis-
kriminanz nach Extraktion der ersten ¢ Diskriminanzfunktionen ldBt sich daher tber den V-

Wert fiir das residuelle Wilks A priifen, den wir erhalten, indem wir die V-Werte der ersten,

'* Bei inferenzstatistischen Uberpriifungen, die sich auf das vollstindige Modell mit allen p Merkmalsvariablen
beziehen, gilt immer p* =p. Wenn hingegen das Inkrement einer Untermenge von Merkmalsvariablen gepriift
werden soll, ist fiir p* ein Wert p' < p einzusetzen (s. Abschnitt 2.2.4.3,1).

"> Formal ausgedriickt bezieht sich die inferenzstatistische Priifung iiber das residuelle Wilks A also auf die
Alternativhypothese H,, dal in der Population mindestens eines der Elemente in den Gewichtungsvektoren B,
vows Bss .-.n Br ungleich Null ist, bzw. auf die Nullhypothese B.=...=B=...=B.=0. Im allgemeinen Fall der
Priifung der nach Extraktion der r-ten Diskriminanzfunktion verbleibenden residuellen Diskriminanz lautet die
Alternativhypothese H;, daB in der Population mindestens eines der Elemente in den Gewichtungsvektoren
Bets oos Bss ..., Br ungleich Null ist, die Nullhypothese H, hingegen B =...=pBs=...= B, =0.
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bereits extrahierten ¢ Diskriminanzfunktionen vom V-Wert fiir das multivariate Wilks A abzie-

hen:
R

=[V-1=(p*+k)2] Tin(1+4,).

s=t+]

(37)

ljie Freiheitsgrade fiir die Signifikanzpriifung anhand der y’-Verteilung lauten in diesem Fall
(p*-t)(k—t-1) (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971); wiederum ist fur p* die Anzahl der Merkmalsvaria-
blen p einzusetzen. Sobald der V-Wert fur das residuelle Wilks A den der festgelegten Irr-
tumswahrscheinlichkeit zugeordneten y-Wert unterschreitét, ist die Nullhypothese beizubehal-
ten und folglich der Schlufl zu ziehen, daB3 nur die ersten ¢ Diskriminanzfunktionen signifikant
zur Gruppentrennung beitragen.

Wie bei allen inferenzstatistischen Verfahren erweisen sich bei Anwendung der V-Statistik auch
kleine Unterschiede zwischen Gruppen (bzw. Diskriminanzfunktionen mit kleinem Eigen-
wertanteil) als signifikant, wenn nur ein hinreichend groBer Stichprobenumfang N untersucht
wird. Daher ist es fiir die Beurteilung von Diskriminanzfunktionen sinnvoll, neben der Anwen-
dung von Signifikanztests eine genaue Inspektion der deskriptiven Maf3e fiir die Diskriminati-
onsfahigkeit der einzelnen Diskriminanzfunktionen (Eigenwertanteile und kanonische Korrela-
tionskoeffizienten) vorzunehmen. Auch in empirischen Anwendungen mit hohen Gruppen- und
Variablenzahlen erweisen sich unabhéngig von den Efgebm’ssen der inferenzstatistischen Prii-
fung meist nur die ersten beiden Diskriminanzfunktionen als praktisch relevant, insofern diese
bereits einen groBen Teil der insgesamt erreichten Varianzaufkldrung — abzulesen an ihrem

Eigenwertanteil —zu leisten vermogen (vgl. Cooley & Lohnes, 1971 ).**

2.2.4 Beurteilung der Merkmalsvariablen

Neben einer Beurteilung der diskriminatorischen Bedeutsamkeit der Diskriminanzfunktionen
konnen wir daran interessiert sein, den simultanen Beitrag der p Merkmalsvariablen zur Dis-
krimination der Gruppen im multivariaten Kontext zu ermitteln. Daraus ergeben sich zwei mit-
einander verwandte Fragestellungen: Zum einen kann ein theoretisches Anliegen darin beste-

hen, multivariate Gesamtunterschiede zwischen den Gruppen einer detaillierten Analyse zu

' Bei kleinen Stichproben ist die %>-Approximation der /-Werte ungenau, insbesondere wenn p eine ungerade
und k eine gerade Zahl ist: fiir diesen Fall hat Schatzoff (1966, zitiert nach Tatsuoka. 1971) Korrekturfaktoren
ermittelt. Alternativ 146t sich Wilks A auch in eine approximativ F-verteilte Priifgréfe transformieren (Raos R-
Statistik; s. z.B. Moosbrugger, 1997), deren Genauigkeit nicht von der Stichprobengréfe abhingt (vgl. z.B.
Rao, 1973; Tatsuoka, 1971).
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unterziehen und gegebenenfalls die Diskriminanzfunktionen inhaltlich zu interpretieren
(Abschnitte 2.2.4.1 und 2.2.4.2). Zum anderen kann es vor einer praktischen Anwendung der
ermittelten Diskriminanzfunktionen zu Zwecken der Klassifikation "neuer" Objekte (vgl. Ab-
schnitt 3.2) sinnvoll sein, jene Merkmalsvariablen zu identifizieren, die nur eine geringe Trenn-

fahigkeit aufweisen, um sie aus der Diskriminanzfunktion zu eliminieren (Abschnitt 2.2.4.3).

2.2.4.1 Standardisierte Diskriminanzkoetffizienten
Die normierten Diskriminanzkoeffizienten b in den normierten Diskriminanzfunktionen

Y, =hox, +hux .+ bx . whox, (30)

geben zwar den absoluten Beitrag der Merkmalsvariablen zur Variabilitit der Diskriminanz-
werte der s-ten Diskriminanzfunktion an, sind aber untereinander nicht vergleichbar, da ihre
GroBe, sofern nicht schon vor Durchfithrung der Diskriminanzanalyse eine Variablenstandar-
disierung vorgenommen wurde, von der Skalierung der Merkmalsvariablen abhiangt. Deshalb
formen wir die unstandardisierten, normierten Koeffizienten by, ..., by, ..., by in standardisierte
Koeffizienten &%y, ..., b%,..., &%, um, indem wir sie mit der gepoolten Innergruppen-

Standardabweichung s der zugehorigen Merkmalsvariablen multiplizieren:

b* =8 b (38)

E

Fassen wir die Diagonalenelemente der Matrix (N-k)™ W, nimlich die Innergruppen-Varianzen
der einzelnen Merkmalsvariablen, in der (pxp)-Diagonalmatrix D zusammen, laBt sich der

Vektor b*; der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten *,; auch ermitteln als
b* =D%b,. (39)

Je groBer ein standardisierter Diskriminanzkoeffizient 5* ist, desto groBer ist der Beitrag der

Merkmalsvariablen j zur s-ten Diskriminanzfunktion. Folglich kann der relative Beitrag einer ‘
Merkmalsvariablen zur Diskrimination einer Diskriminanzfunktion tiber das Verhaltnis des Be-
trags des betreffenden standardisierten Diskriminanzkoeffizienten zur Summe der Betrige aller

Diskriminanzkoeffizienten bestimmt werden:
*
b*,

o
S

(40)

SchlieBlich erlauben die standardisierten Diskriminanzkoeffizienten auch die Ermittlung eines
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MaBes fiir den Beitrag jeder einzelnen Merkmalsvariablen zur insgesamt erreichten Gruppen-
trennung. Der uber die r Diskriminanzfunktionen gemittelte Diskriminanzkoeffizient b*, er-

rechnet sich als die Summe der mit den Eigenwertanteilen gewichteten Betrdge der Diskri-

minanzkoeffizienten in allen Diskriminanzfunktionen:

E*_l:i]h*uj. r’ls . (41)
s=| Z'l

5=

Die standardisierten Diskriminanzkoeffizienten erklaren multivariate Gesamtunterschiede, inso-
fern sie die Bedeutung einer Merkmalsvariablen fur die Grﬁppentrennung im Rahmen des voll-
standigen Modells aller in die Analyse miteinbezogenen Merkmalsvariablen wiedergeben. Will
man mit Hilfe der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten Diskriminanzwerte ermitteln, sind
anhand der gepoolten Innergruppen-Standardabweichung s standardisierte Merkmalswerte
zu verwenden. Liegt fiir ein Untersuchungsobjekt etwa auf der Merkmalsvariablen j ein um
eine Standardabweichung hoherer Wert als bei einem anderen Untersuchungsobjekt vor, wéh-
rend alle anderen Merkmalswerte gleich sind, so ergibt sich fur dieses Untersuchungsobjekt auf
der s-ten Diskriminanzfunktion ein um den bg-ten Teil einer Standardabweichung héherer Dis-

kriminanzwert.

2.2.4.2 Strukturkoeffizienten

In dem Mafe, in dem die Merkm__alsvariablen untereinander korreliert sind, ist damit zu rech-
nen, daf sich die diskriminatorische Information der Merkmalsvariablen — im Unterschied zu
den Diskriminanzfunktionen — tberschneidet. Daher sind die standardisierten Diskriminanz-
koeffizienten zu einer vor allem im Mehr-Gruppen-Mehr-Variablen-Fall interessanten inhaltli-
chen Interpretation der Diskriminanzfunktionen nur bedingt tauglich. Ein dafiir geeigneteres,
den Faktorladungen der Hauptkomponentenanalyse analoges Maf} gewinnen wir, indem wir die
Korrelationen zwischen den Diskriminanzwerten und den Merkmalswerten iiber alle N Unter-
suchungsobjekte berechnen. Die Korrelationskoeffizienten der Korrelationen zwischen Merk-
mals- und Diskriminanzwerten werden Strukturkoeffizienten genannt, da sie sich geometrisch
als Cosinus der Winkel zwischen Diskriminanz- und Merkmalsvektoren im Personenraum er-
geben und somit die vektorielle Struktur des Personenraums widerspiegeln. Der Strukturkoef-
fizientenvektor t, beziiglich der s-ten Diskﬁminanzﬁm-ktion 1Bt sich mit Hilfe der Interkorrela-

tionsmatrix R der p Merkmalsvariablen berechnen. Wir ermitteln zundchst Matrix R als
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R=S"'Cs™. (42)

Hierin ist die Matrix C die Gesamt-Varianz-Kovarianzmatrix, die sich als N"'T ergibt, wahrend
S eine Diagonalmatrix ist, auf deren Hauptdiagonalen die Standardabweichungen der p Merk-

malsvariablen eingetragen sind. Nun erhalten wir den Vektor t, als

T e (43)

& H
s( tys

mit Sqys als Gesamt-Standardabweichung der Diskriminanzwerte der s-ten Diskriminanzfunkti-

on, welche sich nach der Beziehung

Says =4 V's CV (44)

s 3

berechnen laBt.

Resultieren fiir die einzelnen Diskriminanzfunktionen inhaltlich plausible Muster von Struktur-
koeffizienten, konnen diese wie bei der Hauptkomponentenanalyse zur Interpretation der. Dis-
kriminanzfunktionen herangezogen werden. Um die Interpretierbarkeit zu verbessern, ist auch
eine Rotation der Matrix der Strukturkoeffizienten bzw. der Diskriminanzachsen z.B. nach
dem Varimax-Kriterium méglich, wodurch die Diskriminationsféhigkeit des Modells nicht be-

eintrachtigt wird (vgl. Dillon & Goldstein, 1984).

2.2.4.3 Selektion von Merkmalsvariablen

In der Literatur zur Diskriminanzanalyse wird teilweise vorgeschlagen, die Strukturkoeffizien-
ten auch zur Identifikation derjenigen Merkmalsvariablen zu verwenden, welche in einem op-
timal diskriminierenden Modell beibehalten werden sollen. Seligiert werden demnach zB. im
Zwei-Gruppen-Fall diejenigen Variablen, die die hochsten Strukturkoeffizienten beziiglich der
Diskriminanzfunktion aufweisen (vgl. z.B. Hartung & Elpelt, 1984). Dal3 dieses Vorgehen
zumindest im Mehr-Gruppen-Fall nicht unproblematisch ist, wird daran augenfillig, daB die
Struktur des Diskriminanzraumes durch die nachtrdgliche Eliminierung der nicht selektierten
Variablen unter Umstédnden erhebliche Unterschiede aufweist gegeniiber der Struktur vor der
Eliminierung, welche zur Variablenauswahl herangezogen worden war. Zudem handelt es sich
bei dieser Verwendung von Strukturkoeffizienten um ein — dem univariaten F-Test dquivalen-
tes — univariates Vorgehen, mit dem der diskriminatorische Beitrag einer Variablen im Kontext
der anderen Variablen nicht ermittelt werden kann (vgl. Rencher, 1988). Verwendet man hin-

gegen ein multivariates Kriterium in Verbindung mit einer geeigneten Selektionsprozedur, so
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ist eine Variablenauswahl zumindest bei umfangreichen Datensdtzen aus mehreren Griinden

anzuraten:

— Sollen praktische Anwendungen folgen, bei denen die Gruppenzugehdrigkeiten zu progno-
stizieren sind, kann der Aufwand fiir die Erhebung und Auswertung der notwendigen In-
formationen erheblich reduziert werden, wenn Variablen von geringer diskriminatorischer
Bedeutung nicht berticksichtigt werden miissen.

— Die Diskriminanzanalyse zeitigt bei hohen Variablenzahlen instabile Ergebnisse, insofern die
Fehlerrate bei der Klassifikation "neuer" Objekte bei gleichbleibender Grofe der untersuch-
ten Teilstichproben und gleichbleibender Gruppentrennung mit steigender Variablenzahl
zunimmt (vgl. z.B. Lauter, 1992).

- Eine ungiinstige Relation von Variablen- und Probandenzahlen kann bereits die Qualitdt der
Losung von Diskriminanzproblemen beeintrachtigen. Im nachteiligsten Fall wird die fiir die
Schitzung von Diskriminanzfunktionen zentrale Matrix W singular und ist folglich nicht in-
vertierbar.

— Liegen interkorrelierte Variablen vor (was aufler bei Verwendung von orthogonalen Fak-
torwerten die Regel sein diirfte), bieten diese bei gemeinsamer Aufnahme in das Modell nur
geringe inkrementelle Beitrdge, auch wenn sie an sich fiir die Diskrimination geeignet wa-
ren. Trifft man eine methodisch begriindete Auswahl unter derartigen Variablen, kann die

Effizienz der Schitzung von Diskriminanzfunktionen erh6ht werden.

Aus der Aquivalenz von Diskriminanzanalyse und kanonischer Korrelationsanalyse ist bereits
erkennbar, daf3 die Prifung des di;;kriminatorischen Beitrags einzelner Merkmalsvariablen dem
Vorgehen bei der schrittweisen Regressionsanalyse nahe verwandt ist. Alle dort iiblichen Kri-
terien (z.B. R* oder der inkrementelle F-Wert) sind ebenso fiir den Zwei-Gruppen-Fall der
Diskriminanzanalyse geeignet. Fiir den Fall der Diskriminanzanalyse mit mehr als zwei Grup-
pen kdnnen verschiedene PrifgréBen berechnet werden, neben dem inkrementellen Wilks A
etwa Hotellings Spur-Statistik oder auch der inkrementelle /~-Wert (vgl. Krzanowski & Mar-
riott, 1995; Fujikoshi, 1989; Rencher, 1993).

22431 Prifung des inkrementellen Beitrags einzelner Merkmalsvariablen

Die Logik der Priifung des inkrementellen Beitrags einzelner Variablen zur Diskrimination soll
exemplarisch anhand des inkrementellen Wilks A fiir folgende Problemsituation vorgestellt

werden: Das urspriingliche Modell umfaB3t die Variablen .X;, ..., X,, die in den & verschiedenen
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Gruppen durch ihre (nx1)-Mittelwertevektoren X, ?521. (mit X, =(%X,,..., Xg, ) ) repra-

sentiert sind; gepriift werden soll der inkrementelle Beitrag einer (p+1)-ten Variablen Z,"* wo-

durch  die ((p+1)x1)-Mittelwertevektoren 9, ism’ A (mit

5 @ _ (B -k

2 z,) ) als zusdtzliches Element den jeweiligen Gruppenmittelwert der Va-

2 s
riablen Z enthalten. Die Nullhypothese Hy lautet, daf} sich die hinter den X, liegenden Popula-

(Z) (

tionsmittelwerte u,(z),..., P 1 1 ) unter Berticksichtigung der Variablen X , ..., X und

Z von den ursprunglichen Populationsmittelwerten p,,...,Q,,....1, , welche die Variable Z

nicht beriicksichtigen, nicht unterscheiden.'® Berechnet man gemiB Gleichung 34 sowohl fiir
das urspriingliche als auch fiir das um Z erweiterte Modell je einen Wert fiir das multivariate
Wilks A, so erhélt man das inkrementelle Wilks Az|x als den Quotienten aus Ay z (flir das er-

weiterte Modell) und Ax (fiir das urspriingliche Modell) (vgl. Rencher, 1993):

Ays

B =R

A (45)
Nach Gleichung 35 kann Az|x in einen approximativ x’-verteilten V~-Wert umgeformt werden,
wobei fiir p* die Anzahl jener Variablen einzusetzen ist, deren Inkrement gepriift werden soll.
Bezeichnen wir die Anzahl der Variablen im urspriinglichen Modell mit p' und die Anzahl der
Variablen im erweiterten Modell mit p, ist folglich fiir p* die Differenz p—p' einzusetzen, im
Falle einer einzigen hinzugefiigten Variablen also Eins. Der inkrementelle Beitrag der Variablen
lafBt sich unter den Voraussetzungen der multivariaten Normalverteilung und der Gleichheit der
Varianz-Kovarianzmatrizen in den Gruppen wiederum anhand der y’-Verteilung mit p*(4-1)

Freiheitsgraden auf Signifikanz priifen.

2.2.432 Schrittweise Diskriminanzanalyse

Vor der Durchfithrung einer schrittweisen Diskriminanzanalyse ist neben der Festlegung eines
Priifkriteriums die Spezifikation eines Algorithmus notig, der eine Selektionsstrategie und eine
Terminationsregel beinhaltet, welche die Bedingungen fiir die Beendigung des Auswahlprozes-
ses angibt. Wegen ihres vergleichsweise geringen Rechenaufvandes sind nach wie vor einfache

Algorithmen wie die aufsteigende und die absteigende Variablenauswahl (forward bzw. back-

'* Nach demselben Verfahren kann auch der inkrementelle Beitrag mehrerer, gleichzeitig hinzugefiigter Va-
riablen gepriift werden.
' Zur Logik der Uberpriifung von Inkrementen vgl. auch Moosbrugger (1994), S. 50ff.
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ward selection) verbreitet. Bei der aufsteigenden Strategie wird mit einer leeren Variablenmen-
ge begonnen und zunidchst diejenige Variable in das Modell aufgenommen, welche die hochste
Trennkraft (d.h. die deutlichsten univariaten Unterschiede) aufweist, um dann in jedem weite-
ren Schritt diejenigen Variablen aufzunehmen, die das gewihlte Priifkriterium optimieren und
einen festgelegten Zuwachs des Priifkriteriums erreichen, oder Variablen wieder zu eliminieren,
bei denen ein festgelegter Zuwachs des Priitkriteriums nicht erreicht wird. Die absteigende
Strategie nimmt ihren Ausgang hingegen von einem vollstindigen Modell mit allen zu bertick-
sichtigenden Variablen, wobei schrittweise Variablen eliminiert werden. Der Auswahlprozef3
endet normalerweise, wenn die fiir Variablenaufnahme oder -elimination bestimmten Werte des
Prufkriteriums tiber- bzw. unterschritten werden. Daran wird deutlich, da3 das Ergebnis einer
schrittweisen Diskriminanzanalyse immer von der Reihenfolge der Selektionsschritte abhdngt.
Ein optimales Endresultat ist daher im Grunde nur dann garantiert, wenn die Diskriminations-
fahigkeit aller moglichen Untermengen der zur Verfligung stehenden Variablenmenge gepriift
wird. Werden bei der schrittweisen Diskriminanzanalyse als Prifkriterien Signifikanzgrenzen
festgelegt, bei deren Uber- oder Unterschreiten die Variablen in das Modell aufgenommen
werden, so ist zu beachten, da3 die ermittelbaren Irrtumswahrscheinlichkeiten aufgrund der
Vielzahl der bezogen auf eine Zusammenstellung von Variablen durchgefiihrten Signifikanz-
tests nicht die "wahren" a-Wahrscheinlichkeiten widerspiegeln. Empirisch fundierte Hinweise
fur die Gestaltung schrittweiser Prozeduren im Hinblick auf eine moglichst prézise Klassifikati-
on von Objekten geben z.B. Nakache und Dussere (1975) oder Moran (1975).

2.3 Rechenbeispiel: Diskrimination zwischen "Okkultistisch Aktiven" und "Okkultistisch nicht
Aktiven”

Fiir ein illustrierendes Rechenbeispiel sollen Daten einer Fragebogenstudie aus der Okkultis-

musforschung (Brednich, 1993; vgl. auch Mischo, 1996) herangezogen werden. An einer

Stichprobe von 401 Erwachsenen wurden insgesamt 15 intervallskalierte Merkmalsvariablen

erhoben, die in vier inhaltliche Bereiche gliederbar sind:

1. Der Bereich Magisch-irrationales Denken umfaBt die Merkmale "Psi", "Hexen",
"Astrologie", "Okkultes Wissen" und "Okkultes Tun" (fiir eine Beschreibung der Skalen s.
Mischo, 1991).

Religiositat wurde anhand einer Skala "Religiositdt" (s. Mischo, 1991) erhoben.

!Q

Die Skalen "Schizotypie" (Schizotypal Personality Scale, Claridge & Broks, 1984),

W
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"Magische Vorstellungen" (Magical Ideation Scale, Eckbald & Chapman, 1983) und
"Wahrnehmungsabweichung" (Perceptual Abberation Scale, Chapman, Chapman & Raulin,
1978) beziehen sich auf definierende Symptome der Schizotypischen Personlichkeitssto-
rung.

4. Zusitzlich liegen Werte auf den Skalen "Depression”, "Neurotizismus", "Extraversion" und
"Kérperliche Beschwerden" des Freiburger Personlichkeits-Inventars (FPI-R, Fahrenberg,
Selg & Hampel, 1984) vor, die der Schizotypischen Personlichkeitsstérung Zugehorige
Symptome und Merkmale erfassen.

Mit einer diskriminanzanalytischen Auswertung dieses Datensatzes sollen Aufschlisse dariiber

gewonnen werden, ob und in welchen Hinsichten sich die mit okkulten Praktiken vertrauten

Personen von solchen Personen unterscheiden, die tiber keine oder nur sehr geringe Erfahrun-

gen mit okkulten Handlungen verfugen. Eine prazisere Formulierung der Fragestellung lautet,

daf} untersucht werden soll, wie gut die den einzelnen Merkmalsbereichen zugeordneten Va-
riablen im Gesamtkontext der Merkmale, mit denen die Aspekte von Magisch-irrationalem

Denken, Religiositat, Schizotypie und zugehorigen Personlichkeitsmerkmalen erfa3t werden,

zwischen den Gruppen der "Okkultistisch Aktiven" und der "Okkultistisch nicht Aktiven" zu

trennen vermogen. Gegeniiber getrennten univariaten Analysen bietet der multivariate Zugang
der Diskriminanzanalyse dabei einen wesentlichen Informationsgewinn, da — unbeschadet der

Ergebnisse univariater Analysen — beispielsweise folgende inhaltliche Probleme bearbeitet kon-

nen: |

— Diskriminieren die klinischen Merkmale, die sich auf die definierenden Symptome der Schi-
zotypischen Personlichkeitsstorung beziehen, auch dann zwischen den beiden Gruppen,
wenn gleichzeitig Merkmalswerte flir Magisch-irrationales Denken in die Analyse einbezo-
gen werden, oder dupliziert sich die diskriminatorische Information?

— Kommt denjenigen mit dem FPI erhobenen Merkmalen, welche sich auf kontingente, Zuge-
horige Symptome der Schizotypischen Personlichkeitsstérung beziehen, eine von den defi-
nierenden Symptomen der Schizotypischen Personlichkeitsstorung unabhangige diskrimina-
torische Bedeutung zu?

— Stellt Religiositat ein gegeniiber den Aspekten des Magisch-irrationalen Denkens eigen-
standiges Merkmal dar, hinsichtlich dessen sich "Okkultistisch Aktive" von "Okkultistisch

nicht Aktiven" unterscheiden?

Daruber hinaus kann die Identifikation derjenigen Variablen, die gemeinsam die bestmégliche
Gruppentrennung erzielen, auch fiir praktische Anwendungen von Nutzen sein. Diese Varia-
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blen konnen namlich zur Beurteilung der okkultistischen Aktivitdt von solchen Personen her-
angezogen werden, bei denen das AusmaB okkulten Tuns nicht direkt erhoben werden kann.
Zunéchst sind die zu diskriminierenden Teilstichproben der "Okkultistisch Aktiven" und der
"Okkultistisch nicht Aktiven" zu definieren. Dazu werden die Extremgruppen der intervallska-
lierten Variablen "Okkultes Tun" gebildet'’. Dies bereitet bei dem gewihiten Datensatz von
Brednich (1993) keine Schwierigkeiten, da die Variable "Okkultes Tun" — wie alle anderen
Variablen — bereits in Stanine-normierter Form vorliegt. Bestimmen wir als "Okkultistisch nicht
Aktive" (G,) die Probanden mit den Standardwerten 1 und 2 und als "Okkultistisch Aktive"
(G7) die Probanden mit den Standardwerten 8 und 9, ergeben sich zwei ungefihr gleich grofe
Stichproben (7, =44 und n,=45), die jeweils etwa 11% der Gesamtstichprobe der Untersu-
chung enthalten.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll eine Vorauswahl der fiir die Diskrimination zu beriick-
sichtigenden Merkmalsvariablen getroffen werden.'® Da sich die Variablen bestimmten inhaltli-
chen Bereichen zuordnen lassen, ist vorab zu vermuten, dal3 entsprechende Interkorrelations-
muster bestehen. Aus diesem Grund konnte die Situation eintreten, daB3 sich fiir Variablen aus
ein- und demselben inhaltlichen Bereich nur geringe Diskriminationskoeffizienten ergeben, weil
sich die diskriminatorischen Beitrdge (iberschneiden, obwohl die Merkmale an sich zur Dis-
krimination zwischen den beiden Gruppen geeignet sind. Die Vermutung, dal3 Variablen aus
denselben Bereichen hoch korreliert sind, 148t sich empirisch anhand der Ergebnisse einer
Hauptkomponentenanalyse (unter Einbeziehung der Gesamtstichprobe von N=401) im we-
sentlichen erhérten: Die nach dem Varimax-Kriterium rotierte Faktorlosung enthélt drei Fakto-
ren (Abbruchkriterium: Kaiser-Kriterium), wobei die den Bereichen Magisch-irrationales
Denken (mit Ausnahme der Variablen "Okkultes Wissen") und Religiositdt zugeordneten Va-
riablen sowie die Variable "Magische Vorstellungen" die hochsten Ladungen auf dem ersten
Faktor aufweisen (alle genannten Faktorladungen >.55; Varianzaufkldrung 38.0%). Der zweite
Faktor fa3t hingegen die beiden librigen Variablen aus dem Bereich Schizotypische Person-

lichkeitsstorung und die Variablen aus dem Bereich der zugehorigen Symptome (mit Ausnah-

' Unter versuchsplanerischen Gesichtspunkten liegt also ein korrelatives Design vor, da die Gruppenzuord-
nung post hoc aufgrund von erst in der Untersuchungssituation erhobenen Daten erfolgt. Damit unterscheidet
sich das Rechenbeispiel vom eingangs skizzierten, typischen Anwendungsfall der Diskriminanzanalyse, in dem
Zufallsstichproben aus wohldefinierten Populationen gezogen werden.

'* Die Vorauswahl geschieht in erster Linie aus darstellungstechnischen Griinden. Bei Verfiigbarkeit eines
entsprechenden Rechenprogramms 146t sich eine Variablenselektion auch allein mit diskriminanzanalytischen
Mitteln, etwa einer schrittweisen Diskriminanzanalyse, vornehmen (vgl. Abschnitt 2.2.4.3). Das der schrittwei-
sen Diskriminanzanalyse zugrundeliegende Prinzip. die Bestimmung und inferenzstatistische Priifung des
[nkrements einzelner Merkmalsvariablen, wird im Rahmen des Rechenbeispiels illustriert.
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me der Variablen "Extraversion") zusammen (alle genannten Faktorladungen >.55; Varianz-
aufklarung 15.9%). Auf dem dritten Faktor haben lediglich die Variablen "Extraversion" und

Tabelle 1: Submatrix X, der Datenmatrix X

Gruppe |Pb. E4erlunalswerte

g i il Xi2 Xi3 Xia Xis Xi

1 1 6 1 8 4 4 5 X
2 4 1 3 3 4 4 x'5
3 1 5 2 2 5 6 X'y
4 2 1 4 2 6 3 X'
5 1 4 2 3 5 7 X's
6 2 6 1 3 7 2 xX's
T 2 ) 2 2 6 8 x';
8 1 3 6 3 5 2 X'
9 1 4 6 3 7 4 X's
10 4 5 R 3 1 7 x'10
11 7 7 2 6 LS 7 1
12 1 4 3 2 3 5 X'z
13 1 1 4 2 7 6 X'13
14 1 6 4 1 74 1 X'14
155, 2 1 3 3 7 6 X'is
16 5 4 9 6 6 6 X'l
17 3 7 5 3 2 5 xX'17

: 18 5 4 9 3 4 4 x'13
19 3 7 1 4 3 3 x'1s
20 3 3 3 1 3 3 x'20
21 3 3 > 6 B 9 1‘21
22 5 2 4 4 4 7 x'n
23 4 5 6 4 3 6 x'5
24 1° 2 1 4 5 5 X%
25 1 6 2 2 4 3 X'25
26 4 2 4 4 4 3 X'%
27 2 5 5 2 6 3 x'y7
28 2 2 2 2 4 9 x'2g
29 5 2 6 5 6 4 X'
30 3 2 4 4 4 5 X0
31 2 4 5 3 4 1 x5
32 3 2 4 3 9 3 X'32
33 3 3 3 3 5 2 1'33
34 16 4 6 7 3 7/ X'34
35 8 6 9 5 2 4 1'35
36 3 4 3 5 8 7 X'36
37 1 2 3 2 6 5 x'37
38 1 2 4 2 7 7 x'sg
39 5 4 5 3 5 5 x'so
40 3 6 6 3 7 3 X's0
41 3 3 3 3 5 5 x4
42 2 4 2 3 2 6 1'42
43 1 3 5 2 6 5 X4
44 3 3 3 4 9 9 X4
X1 X12 X13 X14 Xis X156
Submatrix X
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Tabelle | (Fortsetzung): Submatrix X; der Datenmatrix X

Gruppe |Pb. Eflerk:nalswerte

i Xi1 Xi2 Xi3 Xia Xis Xi6
2 45 7 4 7 6 6 7 X'as
46 8 S 7 8 4 9 X'46
47 3 1 3 5 3 X's7
48 5 7 7 8 4 5 X'ss
49 8 5 7 5 6 4 X9
50 5 9 5 5 9 2 x'so
51 6 6 3 5 6 4 x's 1
52 4 7 4 3 3 3 X'sa
53 7 6 7 7 8 5 X's3
54 [6 9 5 6 7 8 X'ss
55 7 6 3 5 7 8 x'ss
56 4 8 1 5 7 5 X's6
57 7 4 7 6 5 6 X's7
58 (o 7 9 7 4 8 X'sg
59 5 6 6 4 6 5 X'so
60 6 7 5 5 5 6 x'so
61 8 6 8 6 3 6 x's1
62 8 7 8 8 5 9 X's2
63 7 5 1 5 8 5 X's3
64 4 6 4 5 6 5 X'ss
65 6 3 5 T 6 4 X'ss
66 8 S 6 9 9 5 X'ss
67 8 6 7 8 4 X's7
68 5 3 6 5 6 3 X'ss
69 4 9 2 2 8 1 X'so
70 6 5 6 9 4 4 X'
71 7 4 5 1 3 1'71
72 5) 8 5 6 5 7 x'n
73 7 6 5 8 5 4 x'7
74 9 8 7 5 4 4 X'74
75 5 8 4 5 7 3 x'7s
76 6 2 5 6 2 6 x'7
77 6 7 5 8 7 4 x'77
78 7 5 6 6 5 7 X'78
79 5 5 6 4 2 7 X'79
80 8 6 5 8 3 7 X'go
81 8 6 6 8 6 5 X'sl
82 8 4 4 7 6 3 X5
83 6 6 7 7 5 8 X's3
84 6 5 6 3 5 4 X'sq
85 9 5 9 8 6 5 X'gs
86 7 7 5 9 6 5 x'ss
, |87 6 6 6 7 7 3 x's7
88 6 5 2 5 5 4 I'gs
89 6 5 2 6 8 5 X'so

X21 X322 X23 X24 X25 X26
Submatrix X,

Anmerkungen. Die Submatrizen X; und X, enthalten spaltenweise die gruppenspezifischen Merkmalsvektoren
xy; bzw. x,; der p =6 Merkmalsvariablen und zeilenweise die Merkmalsvektoren x'; der N=89 Untersuchungs-
objekte. Beide Submatrizen gemeinsam bilden die Datenmatrix X.
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"Okkultes Wissen" ihre hochsten Ladungen (beide Faktorladungen >.6; Varianzaufklarung
9.0%). Unter Beriicksichtigung der Faktorladungen, des Varianzanteils der einzelnen Faktoren
und unserer Fragestellung, gemil der alle inhaltlichen Bereiche zu beriicksichtigen sind,
scheint fiir das Rechenbeispiel die folgende Variablenauswahl gerechtfertigt:

1. "Hexen" (X})

"Okkultes Wissen" (X3)

"Religiositat" (%)

"Magische Vorstellungen" (X;)

"Extraversion" (Xs)

"Korperliche Beschwerden" (X5)

Die m+n,=89 MefBwerte sind in der (89x6)-Datenmatrix X (s. Tabelle 1) zusammengefaBit.

R

Neben der Partitionierung der Datenmatrix X in die gruppenspezifischen Submatrizen X; und
X lassen sich der Tabelle 1 auch zeilenweise die (1x6)-Vektoren x'; der einzelnen Probanden
sowie spaltenweise die gruppenspezifischen (89x1)-Vektoren x; der einzelnen Merkmalsva-
riablen entnehmen. Die Submatrizen X, und X; bilden gemeinsam die Datenmatrix X nach der

folgenden Anordnung:

Zur Berechnung der Elemente der Matrizen B und W benétigen wir zundchst die in den Vek-

toren X,und X: enthaltenen gruppenspezifischen Mittelwerte der p=6 Merkmalsvariablen;'*?

= X, wX (2. % % 5. % %l
1 11 12 13 14 15 16
n 44

=[2.93 3.86 409 327 498 505],
u'X, uX,
i 45

=[622 593 522 6.16 556 5.11].

=[f21 Xp Xy Xy Xy J?'_«s]

X,=

Weiterhin berechnen wir die im Vektor X enthaltenen Gesamtmittelwerte als

' Zugunsten eines ibersichtlichen Druckbildes wurden bei der Darstellung der Rechenbeispiele (Abschnitt 2.3
und Abschnitt 3.4) Zahlenrundungen vorgenommen. Da die Berechnungen aber unter héherer Genauigkeit
erfolgt sind, kénnen beim Nachrechnen "per Hand" unter Verwendung der angegebenen Zahlenwerte margina-
le Abweichungen gegeniiber den berichteten Ergebnissen auftreten.
* Der Vektor u' ist in den folgenden drei Gleichungen jeweils der transponierte Einheitsvektor der Linge ng
bzw. der Linge V.
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=

]

=
=
X
il
e

=[4.60 482 466 473 527 5.08]

Unter Verwendung der Gleichungen 15 und 16 ergibt sich nun die Matrix W der Innergrup-
pen-Quadratsummen und -Kreuzprodukte als

W=W,+W,
(13880 1505 8127 7182 -4807 26.14]
15.05 14355 -1073 582 -3232 -2536
8127 -10.73 18564 3991 -1291 -25.18
7182 582 3991 7873 -1473 4346
-4807 -3232 -1291 -1473 14898 -9.96
| 2614 -2536 -2518 4346 -996 191.91]

(11178 -1633 8078 6544 -4.56 54.89]
-1633 12080 -533 -1353 3067 -13.67
80.78 -533 17778 7544 -4156 67.89
6544 -1353 7544 12391 3.11 4122
-456 3067 -4156  3.11 149.11 -38.78
| 5489 -13.67 6789 4122 -3878 15044

(25057 -129 162.05 13726 —-5262 81.03]
~-129 26435 -1606 -7.72 -165 -39.03
16205 -1606 36341 11535 -5447 4271
13726 -7.72 11535 20264 -1162 84.68].
-5262 -165 —-5447 -11.62 298.09 —4873
81.03 -39.03 4271 8468 -4873 34235]

Die Matrix B der Zwischengruppenstreuungen erhalten wir nach Gleichung 17 als

[240.87 16482 8282 211.04 4233 481]
16482 11278 56.66 1444 2897 3.28
8282 5666 2848 7256 14.56 165
211.04 1444 7256 18489 37.09 421
4233 2897 1456 37.09 7.44 084
481 328 165 421 084 0.1]

Fiir die Inverse W' ermitteln wir
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[ 7.76-10° -2.78-10% -209-10° -3.80-10° 747-10* -=561-107]
-278-10"* 3.87-10° 255-10°% -913-10° 989-10° 492.10°
1=2000107% -285-10% -=913-10° —977-10*  382:-10* 3.17:10°
-3.80-10 -9.13-10° -977-10* 852:10° =712-10* -1.19:102[
747-10% 989-10° 382.10"* -7.12-10* 361-10° 476-107
| -5.61-107* 492.10* 3.17-107 -1.19-10° 4.76:10™ 343:-107

W-l

Nun konnen wir das Matrixprodukt W™'B berechnen:

[ 0.877 0600 -0302 0769 0154 0.018]
0.597 0408 0205 0.523. 0105 0.012
TN -0316 -0216 -0.109 -0277 -0.056 —-0.006
0.764 0.523 0263 0670 0.134 -0.015|
0233 0159 0080 0204 0.041 0.005

|—-0242 -0.166 -0083 -0212 -0.043 -0.005]

mit der charakteristischen Gleichung

0.877-1 0.600 0.302 0.769 0.154 0.018

0.597 0.408-4 0.205 0.523 0.105 0.012
|W"B—ZJI oz =0316 -0216 -0109-4 -0277 <=0.056 -0.006 S0

0.764 0.523 0.263 0.670-1 0.134 -0.015

0.233 0.159 0.080 0.204 0.041-4 0.005

-0242 -0.166 -0.083 -0212 -0043 -0005-4

Durch Entwickeln der Determinante erhalten wir folgendes Polynom 6. Ordnung:

A°-1.8834° -1.996-10* 4" —5.842-107° 2> +6.942-10° 1> -2.982-10° 1 +4.039-10% =0.

Da die Anzahl der extrahierbaren Diskriminanzfunktionen r=min (p, 4~1) betragen muB (vgl.
Abschnitt 2.2.1), ist bei k=2 Gruppen nur ein von Null verschiedener Eigenwert zu erwarten.
In der Tat sind das dritte bis sechste Glied sowie die additive Konstante des Polynoms bis auf
Rundungsungenauigkeiten Null, so daB sich uber

A° 18834 =0

nur eine einzige Losung fiir A ergibt:
A, =1.883.

Zur Berechnung des Vektors v; der nicht-normierten Diskriminanzkoeffizienten der einzigen
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extrahierbaren Diskriminanzfunktion setzen wir den ermittelten Wert fiir A, in die Bestim-

mungsgleichung 22 ein:

(W'B-ADv, =0 ;

[0.877-1.883  0.600 0302 0.769 . 0.154 0018 |[w,] [0]
0597 0408-1883 0205 0523 0.105 0012 va| |0
-0316  -0216 —0109-1883 -0277  —-0056 -0006 ||w,| [0

| 0764 0523 0263  0670-1883 0134 -0015 |{v,||o|
0233 0.159 0.080 0204  0041-1883 0005 vs| [0
-0242  -0166 ~0083 -0212  -0043 -0005-1883||v,| (0]

Die Losungen des homogenen Gleichungssystem, das nach Ausfiihren des Matrixprodukts re-
sultiert, sind nur bis auf eine Proportionalitdtskonstante bestimmbar, so daBl ein Element frei
gewdhlt werden kann (vgl. z.B. Moosbrugger, 1997). Setzen wir vy; =1, resultiert der Eigen-

vektor

[ 1
0.680
~0361
0871
0.265
0276

der als Elemente die noch nicht normierten Diskriminanzkoeffizienten enthilt, welche nach
Gleichung 27 zu einer gepoolten Innergruppen-Varianz der Diskriminanzwerte von

Fo = 6T

fithren. Der Vektor b; der normierten Diskriminanzkoeffizienten errechnet sich sodann nach

Gleichung 26 wie folgt:
b, =v, :
Stwyi
[ [ 0.384 |
0.680 0.261
_|-0361| 1 |-0139
| 0871 | 2602 | 0335
0.265 0.102
-0276 | -0.106
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Die additive Konstante by, ergibt sich nach Gleichung 29 als

b,=-b X
(4,60
482
=-[0384 0261 -0.139 0335 0.102 -0.106]- :'32 = -3.962.
527

5.08

Die normierte Diskriminanzfunktion fiir unser Beispiel lautet demnach

y, =-3.962x, + 0.384x, +0.261x, —0.139x, +0.335x, +0.102x, —0.106x;

ihre Anwendung liefert fiir die beiden untersuchten Teilstichproben folgende Gruppenmittel-
werte: |
Vi =b, +X, by

[ 0.384]

0.261
-~0.139
=-3962+[2.93 386 4.09 327 498 505] 0335 |= 1325
0.102
- 0.106

Vu=b,+X, b,

[ 0.384]
0.261

-0.139

=-3962+[622 593 522 6.16 556 5.11]- 0335|7134

0.102

-0.106 |

Die Beurteilung der erzielten Diskriminationsfahigkeit kann nun sowohl deskriptiv als auch
inferenzstatistisch vorgenommen werden. Da sich nur eine Diskriminanzfunktion ermitteln lieB,
eriibrigt sich die Berechnung der verschiedenen Eigenwertanteile. Die Beurteilung der Dis-
kriminanzfunktion kann daher direkt nach Gleichung 32 durch den - in diesem Fall mit dem
multiplen Korrelationskoeffizienten R identischen — kanonischen Korrelationskoeffizienten p;

erfolgen:
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\/1833 .
d 1+/1. 171883

Der Anteil der durch die einzige extrahierbare Diskriminanzfunktion erklarten Varianz der
Gruppierungsvariablen betrigt also py°=.652. Das zu p;° komplementire MaB Wilks A -
Beispielfall mit dem multivariaten Wilks A nach Gleichung 34 identisch — erhalten wir nach
Gleichung 33 als

o

A= = =.347.
1+4, 1+1.883

Die inferenzstatistische Uberpriifung, ob die Diskriminanzfunktion auch in der Grundgesamt-
heit zu einer Unterscheidung der beiden Gruppen fiihrt, erfolgt fir die Nullhypothese p;=p,
mit dem nach Gleichung 36 ermittelbaren V-Wert

V=-N-1-(p*+k)/2]ln A

=-[89-1-(6+2)/2]In 347
=88.927.

Wihlt man ein Signifikanzniveau von a=.01, so erweist sich der V-Wert nach der x*
Verteilung mit p*+k-25=6 Freiheitsgraden als signifikant (bei p*=p=6). Mit einem Risiko
von héchstens 1% verwerfen wir daher die Nullhypothese p; =p; und nehmen die Alternativ-
hypothese an: Wir konnen schlieBen, daB auch in der Grundgesamtheit ein multivariater Ge-
samtunterschied der beiden Gruppen hinsichtlich der untersuchten Variablen besteht, daf3 sich
also auch in der Grundgesamtheit die Mittelwertevektoren von "Okkultistisch nicht Aktiven"
(G1) und "Okkultistisch Aktiven" (G;) unterscheiden. Da der Gesamtunterschied nur auf eine
einzige Diskriminanzfunktion zuriickgeht, eriibrigt sich eine gesonderte Priifung des univaria-
ten bzw. residuellen Wilks A: Aus dem signifikanten Ergebnis fiir den Gesamtunterschied re-
sultiert, da} mindestens einer der Diskriminanzkoeffizienten der erhaltenen Diskriminanzfunk-
tion auch in der Grundgesamtheit von Null verschieden ist.

Vor einer detaillierten Beurteilung der einzelnen Merkmalsvariablen muf3 zunéchst eine Stan-
dardisierung der Diskriminanzkoeffizienten vorgenommen werden. Nach Ermittlung der Dia-
gonalmatrix D, die die Varianzen der Merkmalsvariablen enthalt, 148t sich der Vektor b*, der

standardisierten Diskriminanzkoeffizienten nach Gleichung 39 berechnen:
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b* =D"b,

2880 0 0 0 0 0 1% [ o0384] [ 0652]
0 3038 0 0 0 0 0.261 0.456
| o 0 4.177 0 0 -0.139| [-0283
1o 0 0 2329 0 o | | o033s| | osuf
0 0 0 0 3426 0 0.102 0.189
L 0 0 VIR ¢ 0 3.935| |-0.106] [-0210]

Drei der Merkmalsvariablen scheinen eine relativ grofle Bedeutung fiir die Gruppentrennung zu
besitzen, da ihre standardisierten Diskriminanzkoeffizienten-um das zwei- bis dreifache héher
sind als die der iibrigen drei Variablen. Es handelt sich hierbei um die Variablen "Hexen" (X))
mit b*,; =0.652, "Magische Vorstellungen" (Xy) mit 5*,=0.511 und "Okkultes Wissen" (X3)
mit 5*,,=0.455. Nach Gleichung 40 kénnen wir den relativen Beitrag, den diese drei Variablen

zur Gruppentrennung liefern, bestimmen:
lb I“n' +lb *IZ| +|b *14| - 1.61865
- 2.300
) A

=

= .704.

Wir sehen also, daB der relative Beitrag, den diese drei Variablen zur Diskrimination leisten,
ca. 70% betragt. Ein dhnliches Bild ergibt sich, wenn wir den Vektor t, der Strukturkoeffizien-
ten — die "Ladungen" der Merkmalsvariablen auf der Diskriminanzvariablen — tiber die Korre-
lationen der Merkmalswerte mit den Diskriminanzwerten — ermittein. Haben wir die Interkorre-
lationsmatrix R nach Gleichung 42 und die Geéamtstreuung Swy1 der Diskriminanzvariablen

nach Gleichung 44 berechnet, ergibt sich t; als
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s(l)rl
[ 1 380 558 798 -.027 209][236 0 0 0 0 O]
380 1 106 358 081 -100/| 0 207 0 O O O
| 558 106 .1 482 -115 121 0 0 211 0 0 O
| 798 358 482 1 074 244 9 0 0 210 0 0
=027 081 =115 074 -1 =148(] 00 @ © 0 _ 18 O
| 209 -.100 .121 244 -148 1 [0 0 0 0 0 197]
A= 866 |
0.680 677
-0361| 1 |334
| 0871 | 4393 | 855
0.265 193
| -0.276 | |.021 ]

Die Variablen "Hexen" (X)) mit #;;=.866, "Okkultes Wissen" (Xz) mit #,,=.677 aus dem in-
haltlichen Bereich Magisch-irrationales Denken und "Magische Vorstellungen" (Xi) mit
1,4=.855 aus dem Bereich Schizotypische Personlichkeitsstorung weisen die mit Abstand
hochsten Strukturkoeffizienten auf, die Variable "Religiositdt" (X;) immerhin noch einen
Strukturkoeffizienten von #,;=.334, wihrend die beiden Variablen aus dem Bereich Zugehori-
ge Symptome, "Extraversion" (Xs) mit #;5=.193 und "Koérperliche Beschwerden" (Xs) mit
t1s=.021, nur niedrige Korrelationen mit den Diskriminanzwerten aufweisen.

Aufgrund der niedrigen standardisierten Diskriminanzkoeffizienten und der niedrigen Struktur-
koeffizienten der beiden letztgenannten Variablen 148t sich vermuten, daB deren inkrementeller
Beitrag zur Diskriminationsfahigkeit sich nicht als signifikant erweist. Zur Uberpriifung des
Inkrements der Variablen "Extraversion” (X5) und "Kérperliche Beschwerden" (Xs) bei simul-
taner Aufnahme in das Modell benétigt man zunichst das multivariate Wilks A fiir das Modell
mit den Variablen Xj, ..., Xy, welches analog dem bereits demonstrierten Rechengang mit einer
auf p'=4 eingeschrinkten Variablenzahl erzielt wird:

Ay,  x, =366.

Das multivariate Wilks A des gegeniiber diesem Modell um X5 und X erweiterte Modell wurde
mit der uneingeschriankten Variablenzahl p=6 bereits als
Kyosp =381

ermittelt. Das inkrementelle Wilks A, ., ., errechnet sich nach Gleichung 45 als Quoti-
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ent der beiden Werte fiir Wilks A:

A.Y]..----rﬁ - 347 r-= 947

A Xs XolXpXd = A XinXe 306

Den V-Wert des inkrementellen Wilks A fiir die p*=p~p=2 interessierenden Variablen X s und
X; ermittelt man nach der zur Uberpriifung von Inkrementen modifizierten Gleichung 35:
V=-fN-1-(p*+k)/2]ln Ay,
=-[89-1-(6-4+2)/2]In 947
=4.683.
Wihit man ein Signifikanzniveau von a.=.05, erweist sich (ier inkrementelle Beitrag der Va-
riablen "Extraversion" (X5) und "Korperliche Beschwerden" (Xs) bei simultaner Betrachtung
nach der x*-Verteilung mit p*(k-1)=2 Freiheitsgraden als nicht signifikant (p=.094).
Fiir die diskriminanzanalytische Losung, die lediglich die Merkmalsvariablen X, ..., X enthilt,
1aBt sich — wiederum analog dem bereits demonstrierten Rechengang — ein kanonischer Korre-

lationskoeffizient von

6 o
Pix,... x>=[_l| J =[ e J =.796.
Sl [ 5 1+1.729

berechnen; man erkennt, dafl die mit den vier Merkmalsvariablen X, ..., Xj gebildete Diskri-
minanzfunktion mit p°  =.633 einen erkldrten Varianzanteil erzielt, der nur geringfligig

WX, Xy)

niedriger ist als die erklirte Varianz, die durch die mit allen sechs Merkmalsvariablen Xj, ..., Xs
gebildete Diskriminanzfunktion erzielt wird (p? , =-652). Die beiden Variablen

(X}, X6
"Extraversion" (Xs) und "Korperliche Beschwerden" (Xs) aus dem Bereich Zugehorige Sym-.
ptome bieten demnach im Gesamtkontext der einbezogenen Merkmalsvariablen einen mit ca.
2% nur minimalen Gewinn an diskriminatorischer Information, der sich zudem nicht zufallskri-
tisch absichern 1at. Demgegeniiber fiihrt die allein mit den Merkmalsvariablen X7, ..., Xi gebil-
dete Diskriminanzfunktion auch in der Grundgesamtheit zu einer Unterscheidung zwischen den

beiden Gruppen; der nach Gleichung 36 ermittelbare V~-Wert mit p*=p

V=-N-1-(p*+k)2lnAy .,
=-[89 -1~ (4 +2)/2]in 366
=85.435

erweist sich bei einem Signifikanzniveau von a.=.01 nach der x>-Verteilung mit p*+k-2s=4
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Freiheitsgraden als signifikant. Die Beriicksichtigung der Variablen "Hexen" (X;) und
"Okkultes Wissen" (X;) aus dem Bereich Magisch-irrationales Denken. der Variable
"Religiositat" (X3) sowie der Variablen "Magische Vorstellungen" (X;) aus dem Bereich Schi-
zotypische Personlichkeitsstérung erweist sich zur Diskrimination zwischen den Gruppen der
"Okkultistisch nicht Aktiven" (G,) und der "Okkultistisch Aktiven" (G,) als hinreichend: Mit
den Variablen "Extraversion" (Xs) und "Korperliche Beschwerden" (X;) aus dem Bereich Zu-
gehorige Symptome geht kein bedeutsamer Informationsgewinn einher. Die Effizienz der
Schitzung der Diskriminanzfunktion konnte sich ggf. erhohen, wenn die beiden letztgenannten

Variablen gleich von Beginn an nicht mitberiicksichtigt werden.

3 Klassifikation von Objekten

In den Termini des erstmals von Welch (1939) in die diskriminanzanalytische Literatur einge-
fithrten entscheidungstheoretischen Ansatzes stellt sich das Klassifikationsproblem folgender-
malen dar (vgl. Krzanowski & Marriott, 1995): Ein zufillig gezogenes Untersuchungsobjekt /
mit den Auspragungen Xy, ..., X, in den p Merkmalsvariablen soll einer von 4 Populationen
zugeordnet werden, wobei die einzelnen Populationen durch ihre (px1)-Mittelwertevektoren
i, ..., Mg ..., Wi SOWie in Form der Dichtefunktionen f; (X,, ..., X;) der p Merkmale charakte-
risiert sind. Gesucht wird nun eine Klassifikationsregel, mit deren Hilfe fiir jedes Untersu-
chungsobjekt / ein Schitzwert fiir die Populationszugehérigkeit zu einer der k£ Populationen
ermittelt werden kann. Dazu wird der p-dimensionale Merkmalsraum in £ disjunkte, den jewei-
ligen Populationen zugeordnete Regionen unterteilt. Von optimalen Klassifikationregeln kann
dann gesprochen werden, wenn sie die tatsichliche Fehlerrate bzw. den Anteil der insgesamt
falsch zugeordneten Untersuchungsobjekte minimieren und zugleich den Anteil der insgesamt

richtig zugeordneten Untersuchungsobjekte maximieren.”!

3.1 Klassifikationsregeln

Die Auswahl der hier besprochenen Verfahren erfolgt unter dem Aspekt, daB sie mit den An-
wendungsvoraussetzungen der linearen Diskriminanzanalyse vereinbar und somit auch auf Dis-

kriminanzwerte anwendbar sind (Abschnitt 3.2). Zundchst werden Maximum-Likelihood-

! Wir beriicksichtigen hier nur Klassifikationsregeln, die in erster Linie die tatsichliche Fehlerrate minimie-
ren. In bestimmten Kontexten ist die Minimierung anderer Fehlerraten sinnvoll (vgl. z.B. die Ansitze in
Krauth, 1983). Eine Unterscheidung verschiedener Fehlerraten findet sich bei Trampisch (1977).
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Regeln auf der Basis des verallgemeinerten Distanzmalles von Mahalanobis (1936) vorgestellt
(Abschnitt 3.1.1), darauf aufbauend dann Regeln, die eine Maximierung der a posteriori-
Wahrscheinlichkeit der Gruppenzugehdrigkeit zur Grundlage haben (Abschnitt 3.1.2). Der
letzte Abschnitt beschiftigt sich mit verschiedenen Methoden der Schétzung der tatsachlichen
Fehlerrate, die zur Beurteilung der Klassifikationsfahigkeit einer diskriminanzanalytischen Lo-
sung von Bedeutung sind (Abschnitt 3.3). Die wichtigsten der vorgestellten Verfahren werden
wiederum in einem konkreten Rechenbeispiel anhand des Datensatzes von Brednich (1993)

verdeutlicht (Abschnitt 3.4).

3.1.1 Maximum-Likelihood-Regeln

Eine erste, auch intuitiv gut nachvollziehbare Klassifikationsregel besteht darin, ein Untersu-
chungsobjekt 7 derjenigen Population g zuzuordnen, der es hinsichtlich der Ausprdgungen auf
den p Variablen am ‘“hnlichsten" ist, dh, zu deren Populationscentroid
Mo = (Mg s My Mg ) der durch xi=( xiy, ..., Xij, ..., Xip)' definierte Punkt im Merkmalsraum
die geringste Distanz aufweist. Zur Bestimmung diéser Distanz eignet sich das verallgemeinerte
Distanzmal3 von Mahalanobis (1936), das die Streuungen und Interkorrelationen der p Merk-
malsvariablen beriicksichtigt. Kann von Gleichheit der (pxp)-Varianz-Kovarianzmatrizen in den
k Populationen ausgegangen werden (X =...=Z=X), lautet die quadrierte Distanz der empi-

rischen Werte x;; von den jeweiligen Populationsmittelwerten z4g:

D} =(x, -u,) =", -1t,). (46)

2

Das Untersuchungsobjekt 7 ist derjenigen Population zuzuordnen, fiir die D minimal ist. Un-
terstellen wir multivariate Normalverteilung der p Merkmalsvariablen, so folgt die Verteilung
des verallgemeinerten DistanzmaBes D einer x’-Verteilung mit p Freiheitsgraden (vgl.
Tatsuoka, 1971). Deshalb wird diese erste Klassifikationsregel auch "Minimum-Chi-Quadrat-

Regel" genannt. Sind die Populationsparameter p, und 2 nicht bekannt, benutzen wir den

Stichprobenschitzer X, bzw. (N—k)"'W.? Ist die Annahme der Gleichheit der Varianz-

** In der Praxis diirfte es fiir gewohnlich der Fall sein, daf die fiir die Anwendung der berichteten Klassifikati-
onsregeln benétigten Populationsparameter aus Stichprobendaten zu schitzen sind. Dies folgt im Grunde aus
der Anwendungslogik von Klassifikationsverfahren: Wenn die Populationsparameter bekannt sind, setzt dies
eine Vollerhebung aller interessierenden Grundgesamtheiten voraus. Eine nachtrigliche Klassifikation eines
Untersuchungsobjekts wire dann nur sinnvoll, wenn die Klassenzugehérigkeit z.B. aufgrund von verlorenge-

gangenen Daten nicht mehr bekannt ist.
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Kovarianzmatrizen Xy, ..., Zi nicht haltbar, ist Z in Gleichung 46 durch die jeweilige gruppen-
spezifische Varianz-Kovarianzmatrix ¥; zu ersetzen. Zur Klassifikation ist dann eine modifi-
zierte Minimum-Chi-Quadrat-Regel zu verwenden (vgl. Tatsuoka, 1975), gemaf3 der bei der

Entscheidung iiber die Gruppenzugehorigkeit der Wert
D2 =(x, — 1, ) Z;' (x, -, )+ In[z | (47)

zu minimieren ist. Sind die Populationsparameter p, und Z, nicht bekannt, sind auch in Glei-
chung 47 die Stichprobenschitzer X, bzw. (g1 )"'W, zu verwenden.

Die "Maximum-Centour-Regel" (vgl. Rulon, Tiedemann, Taltsuoka & Langmuir, 1967) beruht
unmittelbar auf der Minimum-Chi-Quadrat-Regel und fuhrt daher prinzipiell nicht zu anderen
Klassifikationsentscheidungen, hat aber den Vorteil gréBerer Anschaulichkeit, da sie sich die
Verteilungsfunktion der mit p Freiheitsgraden y-verteilten verallgemeinerten Distanzwerte

D, zunutze macht. Der Centour-Wert Cj, von Untersuchungsobjekt / bezogen auf Population

g ist definiert als die Differenz von 100 und dem Prozentrang PR;, , der sich dem jeweiligen

D; -Wert anhand der entsprechenden x*-Verteilung zuweisen 148t:
Cis =100_PR13 ¥ (48)

Der Ausdruck (100-PR,,)/100 gibt die Uberschreitungswahrscheinlichkeit dafiir an, daB in
Population g die Merkmalsauspragungen x; oder — bezogen auf den Gruppencentroid p, — ex-
tremere Werte auftreten. Daher 4Bt sich an dem Centourwert Ci; unmittelbar die Plausibilitat
einer Zuordnung von i zu Population g ablesen: das Untersuchungsobjekt i wird derjenigen
Population zugeordnet, fiir die C;; maximal ist. Ergeben sich durchweg kleine Centour-Werte
und erscheint daher keine der & Klassifikationsalternativen plausibel, kann unter Umstanden auf
eine Zuordnung liberhaupt verzichtet werden.

Alle bisher berichteten Klassifikationsregeln konnen auch als Maximum-Likelihood-Regeln
aufgefaBt werden, da sich die Minimierung von D] und die Maximierung der Likelihood
L(x | (,) der Zugehorigkeit des Untersuchungsobjekts / mit dem Merkmalsvektor x; zu Popu-

lation g als 4quivalent erweisen.” Unter der Voraussetzung von multivariater Normalverteilung

und Gleichheit der Varianz-Kovarianzmatrizen lautet die zu Gleichung 46 dquivalente Dichte-

® Man erhilt eine Minimum-Chi-Quadrat-Regel, wenn statt der x; zugeordneten Werte der gruppenspezifi-
schen Dichtefunktionen f; (s. Gleichung 49) die natiirlichen Logarithmen der Dichtefunktionen Verwendung

finden (vgl. Tatsuoka, 1975).
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funktion zur Ermittlung der Likelihood von x; bei gegebener Population g:

3| exp[(- /2)(x, -1, ) 27 (x, - e, )} . (49)

L(x; |Gs) =hx)= (277)-%

Liegt die Voraussetzung gleicher Varianz-Kovarianzmatrizen nicht vor, ist die zu Gleichung 47

dquivalente Dichtefunktion zu verwenden:

L(xing )=/ (x;)= (27r)'|')'£ IEg A exp[(-l/Z)(xi =l )' EE" (x.i =l )] (50)

Das Untersuchungsobjekt / wird derjenigen Population zugeordnet, bei der die Likelihood
L(xi| G,) maximal wird.** Auch fiir Gleichung 49 und Gleichung 50 gilt wieder, daB die Stich-

probenschatzer X, und (N-k)"'W bzw. (n,—1)"'W, zu verwenden sind, sofern die Populations-

parameter p, und X bzw. Z, nicht bekannt sind.

3.1.2 Maximum-Probability-Regel

Die Anwendung von Maximum-Likelihood-Regeln minimiert die tatsdchliche Fehlerrate genau
dann, wenn keine a-priori-Wahrscheinlichkeiten der Gruppenzugehorigkeit zu berticksichtigen
sind. Diese Einschrankung hangt damit zusammen, daf die Likelihood L(x; | Gy) unter der hy-
pothetischen Annahme bestimmt wird, das Untersuchungsobjekt 7 sei der Population g zuge-
horig. Eine auch bei ungleichen a-priori-Wahrscheinlichkeiten optimale Klassifikationsregel
muf sich dagegen auf die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(Gg | x;) dafiir stiitzen, daf3 die Po-
pulation g bei Vorliegen des Merkmalsvektors x; die zutreffende ist.

Dieser Uberlegung folgt die "Maximum-Probability"-Regel, der zufolge ein Untersuchungsob-
jekt mit den Merkmalsausprédgungen x; genau derjenigen Population g zuzuordnen ist, fur die
sich eine maximale bedingte Wahrscheinlichkeit p(Gg|xi) ergibt. Nach dem Bayes-Theorem
bestimmt sich die gesuchte bedingte oder a-posteriori-Wahrscheinlichkeit p(G, | x;) wie folgt:

G,) px.|G
PG, ) - kp( ) p(x|G,) | iy

2. 7G,) p(x,[G,)

Der Ausdruck p(G,) bezeichnet die a-priori-Wahrscheinlichkeit der Zugehorigkeit zu Gruppe

g, die vor allem aufgrund des Anteils der verschiedenen Teilpopulationen an der Gesamtpopu-

** Dies kann auch so umschrieben werden, dab die Annahme, daB das jeweilige Untersuchungsobjekt i aus

Population g stammt, am "plausibelsten” ist.
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lation variieren kann. Sofern multivariate Normalverteilung der p Merkmalsvariablen ange-
nommen werden kann, 148t sich die bedingte Wahrscheinlichkeit p(x; l Gg) — wie die Likelihood
L(xilG‘-g — aus den Dichtefunktionen ableiten, so daB in Gleichung 51 statt der bedingten
Wahrscheinlichkeit die anhand von Gleichung 49 bzw. 50 zu ermittelnde Wahrscheinlichkeits-
dichte eingesetzt werden kann® Nach Vereinfachungen ergibt sich fiir die a-posteriori-
Wabhrscheinlichkeit p(G, | x;) die folgende, unter der Voraussetzung der Gleichheit der Varianz-

Kovarianzmatrizen anzuwendende Bestimmungsgleichung:

P(G,)-exp] -1/, -1, ) 27, -, )
P(Gx)=~ : -
2. PG, em[(—l 12)x, 1, ) =7 (x, - )]

(52)

Kann nicht von Gleichheit der Varianz-Kovarianzmatrizen ausgegangen werden, modifiziert

sich die Bestimmungsgleichung zu

PG, B " e -1/, -1, ) 2, - )
PG, )= = , Rt
> 26, .| * o -1/, -, ) 2, e, )

(53)

Firr Gleichung 52 und Gleichung 53 ist wiederum anzumerken, daB die Stichprobenschatzer X,

und (N-k)"'W bzw. (n,-1)"'W, einzusetzen sind, sofern die Populationsparameter Mg und Z
bzw. Z, nicht bekannt sind. Die Schitzung der a-priori-Wahrscheinlichkeiten aus den GroBen

der Teilstichproben als », /N ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn tatsichlich eine Zufallsstich-

probe der interessierenden Gesamtpopulation erhoben wurde.

3.2 Verwendung von Diskriminanzwerten fir die Klassifikation

Samtliche der referierten Klassifikationsregeln koénnen auch auf Basis von (normierten) Dis-
kriminanzwerten anstelle der urspriinglichen Merkmalsvariablen zur Anwendung gebracht
werden. Aufgrund der wechselseitigen' Unabhéngigkeit der Diskriminanzfunktionen reduziert

sich Gleichung 46 bei der Verwendung normierter Diskriminanzwerte zur euklidischen Distanz

* Wegen der Beziehung p(x,|g) = L(x,[g)(AX, ) ... (AX)-...- (AX,) gilt, dab sich die Proportionali-
titskonstante (AX,)-...- (AX;)-...- (AX,) - unabhiingig von dem fiir das Intervall AX; gewihiten Wert -

bei Einsetzen in Gleichung 51 wegkiirzen 138t.
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;= -%.)6.-7,) &
Werden samtliche Diskriminanzfunktionen einbezogen, so fiihren Klassifikationen, die mit den
urspringlichen Merkmalsvariablen und den Diskriminanzwerten vorgenommen werden, zu
identischen Resultaten (vgl. Tatsuoka, 1956, zitiert nach Tatsuoka, 1971). Um die Zuverlés-
sigkeit der Zuordnungen zu erhdhen, empfiehlt es sich jedoch, lediglich die statistisch bedeut-
samen Diskriminanzfunktionen zu beriicksichtigen (vgl. Abschnitt 2.2.3.2), da dadurch der
EinfluB} von zufilligen, stichprobenbedingten Gruppenunterschieden auf die Klassifikation neu-
er Objekte reduziert werden kann. Weiterhin fithrt eine diskriminanzanalytische Selektion der-
jenigen Merkmalsvariablen, die zur Gruppentrennung am besten geeignet sind (vgl. Abschnitt

2.2.4.3), im allgemeinen auch zu einer groBeren Stabilitit von Klassifikationen.

3.3 Methoden zur Schdtzung von Fehlerraten

Die Giite einer diskriminanzanalytischen Losung kann (neben den in Abschnitt 2.2.3 dargestell-
ten Moglichkeiten) anhand der tatsachlichen Fehlerraten beurteilt werden, die bei ihrer klassifi-
katorischen Anwendung entstehen. Die Klassiﬁkationsfaﬁigkeit 1aBt sich dabei auch inferenz-
statistisch priifen, indem die Klassifikationsmatrix, die zeilenweise die tatsichlichen Gruppen-
zugehorigkeiten und spaltenweise die prognostizierten Gruppenzugehdrigkeiten enthalt, kon-
tingenzanalytisch ausgewertet wird. Insbesondere fiir eine bestimmte Variablenauswahl (vgl.
Abschnitt 2.2.4.3) 148t sich mit einer solchen "probeweisen" Klassifikation ein empirisches
Kriterium gewinnen, anhand dessen die Zuverlassigkeit der im Einzelfall zu treffenden klassifi-
katorischen Entscheidung in Abhangigkeit von der jeweiligen Variablenauswahl eingeschétzt
werden kann. Im folgenden sollen drei gangige Methoden der Schatzung der tatsichlichen
Fehlerraten kurz vorgestellt werden.

Die "Resubstitutions"-Methode (nach Smith, 1947) ist das am wenigsten aufwendige Verfah-
ren, da die Klassifizierung einfach auf denselben Datensatz appliziert wird, der bereits zur Be-
stimmung der Diskriminanzfunktionen verwendet wurde. Unter der realistischen Annahme, daf3
der Datensatz Verzerrungen aufweist, da er nicht aus einer Vollerhebung stammt, fiihrt die
Resubstitutionsmethode zu einer optimistischen Unterschdtzung der tatsachlichen Fehlerrate,
wenn die diskriminanzanalytische Losung auch zur Klassifikation von stichprobenfremden Un-
tersuchungsobjekten verwendet werden soll. Die Unterschitzung wird allerdings mit zuneh-

mendem Stichprobenumfang geringer.
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Im Unterschied dazu fallen die Fehlerratenschitzungen mit der “Hold-out sample"-Methode
tendenziell zu pessimistisch aus (vgl. Deichsel & Trampisch, 1985). Bei der "Hold-out samp-
le"-Methode wird die Gesamtstichprobe in eine sogenannte Konstruktionsstichprobe, anhand
der die Diskriminanzfunktionen ermittelt werden, und eine Klassifikationsstichprobe aufgeteilt,
anhand derer die Fehlerrate geschitzt wird. Dabei kann dieselbe Gesamtstichprobe mehrmals in
verschiedene Konstruktions- und Klassifikationsstichproben zerlegt werden, um die Genauig-
keit der Féhlerratenschﬁtmng zu erhohen. Da jedoch fuir die Ermittlung der Diskriminanzfunk-
tionen jeweils nur ein Teil der zur Verfligung stehenden Information ausgenutzt wird, ergeben
sich — zumindest bei kleinen Gesamtstichproben — suboptimale Losungen, mit Uberschdtzun-.
gen der Fehlerrate.

Die "Leave-one-out"-Methode (Lachenbruch, 1967) ist sozusagen ein Spezialfall der "Hold-out
sample"-Methode. Dabei wird jeweils ein Untersuchungsobjekt aus der Gesamtstichprobe an-
hand der Diskriminanzfunktionen klassifiziert, die auf Basis der Daten der iibrigen N-1 Unter-
suchungsobjekte bestimmt worden sind; dieses Verfahren wird dann N-mal wiederholt, so da3
jede der NV Personen (d.h. die jeweils ausgelassene Person) auf Basis einer Konstruktionsstich-
probe von N-1 Personen klassifiziert werden kann. Die relativ aufwendige “Leave-one-out"-
Methode liefert unter vollstindiger Ausnutzung der vorhandenen Information eine nahezu un-

verzerrte Schitzung der tatséchlichen Fehlerraten.

3.4 Rechenbeispiel: Zuordnung von Probanden zur Gruppe der "Okkultistisch Aktiven" oder
zur Gruppe der "Okkultistisch nicht Aktiven"

Zur Illustration der Anwendung einiger der genannten Klassifikationsregeln soll wieder der
Datensatz aus der Untersuchung von Brednich (1993) herangezogen werden. Die exemplari-
sche Veranschaulichung der Zuordnung eines Untersuchungsobjekts soll anhand des Diskri-
minanzwerts eines Probanden erfolgen, dessen Gruppenzugehorigkeit bereits bekannt ist. Dies
entspricht dem Vorgehen bei der Uberprifung der Klassifikationsfahigkeit einer diskriminanza-
nalytischen Losung anhand der Resubstitutionsmethode. Im AnschluB daran soll die Klassifi-
kationsmatrix erldutert werden, die man erhalt, wenn alle N=89 Untersuchungsobjekte in der
dargelegten Weise klassifiziert werden, -

Als Untersuchungsobjekt wird einfachheitshalber der erste Proband aus der Teilstichprobe der
"Okkultistisch nicht Aktiven" (G) mit dem Merkmalsvektor

x,=[6 1 8 4 4 5]
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gewdhlt. Durch Einsetzen in die normierte Diskriminanzfunktion erhdlt man den Diskri-

minanzwert

Y =b, +x'y by

[ 0.384 ]
0.261

-0.139

=-3962+[6 1 8 4 4 5] = —-1.285.

0.335
0.102
|-0.106

Da mit normierten Diskriminanzwerten gearbeitet wird und Gleichheit der Varianz-Kovarianz-
Matrizen in den Gruppen unterstellt werden kann, werden zur Ermittlung der Distanzen von
Untersuchungsobjekt 1 zu den Gruppenmittelwerten der Diskriminanzvariablen die euklidi-

schen Distanzen nach Gleichung 55 berechnet:

D = ()’u _J_’u)z = (_ 1.285 + 1-325)2 =1.568-107,
D2 =(y,, - 7,) =(~1.285-1.342)" =6.898 .

Da die euklidische Distanz zum ersten Gruppenmittelwert mit D =0.0016 im Vergleich zu

D} =6.898 sehr klein ausfillt, wird das Untersuchungsobjekt 1 nach der Minimum-Chi-
Quadrat-Regel eindeutig der Gruppe der "Okkultistisch nicht Aktiven" (G,) zugeordnet, wobei
ein Vergleich mit der tatsachlichen Gruppenzugehérigkeit zeigt, daB die Klassifikationsregel zu
einer richtigen Zuordnung gefiihrt hat.

Da nur eine Diskriminanzfunktion zu beriicksichtigen ist, die euklidischen Distanzen bereits
vorliegen und der Stichprobenschéitzer (N~k)™'W fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix £ aufgrund
der Normierung und wechselseitigen Unabhéngigkeit der Diskriminanzfunktionen eine Ein-
heitsmatrix ist, vereinfacht sich die Berechnung der Likelihoods bzw. Dichten nach Gleichung

49:

Lu[G) =£in) = @) % expl(-1/2)D} |= x) ¥ exp(-1/2)-1.568-107 | = 399,
L(yy|G2)=f2 () =@x) % expl(-1/2)D2 |= (27) ¥ expl(~(1/2)- 6.898] = 1.268-107%

Wie zu erwarten ist, ergibt sich fiir die Klassifikation von Untersuchungsobjekt 1 in die Gruppe
der "Okkultistisch nicht Aktiven" (G;) auch eine viel groBere Likelihood als fiir die Klassifika-
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tion in die Gruppe der "Okkultistisch Aktiven" (G2).
Die Bestimmung der a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten nach Gleichung 52 146t sich ebenfalls
vereinfachen, da - zumindest auf Stichprobenebene - von gleichen a-priori-

Wahrscheinlichkeiten ausgegangen wird:

exp|(-1/2)D? |

PG = ClcT20: el 172003]
. exp|(-1/2)-1.568-10
" expl(-1/2)-1.568-10° |+ exp[(~1/2)- 6898]
e expl(-1/2)D2 ]

expl(-1/2)D2 |+ exp|(-1/2)D3 ]
exp|(~1/2)-6.898]
expl(-l/Z) 1.568-107 |+ expl(~1/2)- 6.898]

3.082-107%,

Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit von p(Gilyn)=.969 fur die Zugehorigkeit von Untersu-
chungsobjekt zur Gruppe der "Okkultistisch nicht Aktiven" (G,) ist wesentlich hoher als
P(Galyn1)=3.082:10% so daB erwartungsgemaB (da keine unterschiedlichen a-priori-
Wahrscﬁeinlichkeiten zu berticksichtigen waren) auch nach der Maximum-Probability-Regel
das Untersuchungsobjekt 1 der Gruppe G; zuzuordnen ist.

Wird die Maximum-Probability-Regel zur Uberpriifung der Klassifikationsgiite aller N'=89
Untersuchungsobjekte angewendet, so erhilt man die in Tabelle 2 wiedergegebene Klassifika-
tionsmatrix:

Tabelle 2: Klassifikationsmatrix

Prognostizierte Gruppenzugehorigkeit
Tatséchliche Grup- G Gz Zeilensummen
penzugehorigkeit
G 40 4 44
44.94% 4.49%
Gz 5 40 45
5.62% 44.94%
Spaltensummen 45 44 =89

Anmerkungen. G, "Okkultistisch nicht Aktive"; G»: "Okkultistisch Aktive". In der Hauptdiagonalen
findet sich der Anteil der richtig klassifizierten Untersuchungsobjekte, auBerhalb der Hauptdiagonalen
der Anteil der falsch klassifizierten Untersuchungsobjekte.

Wie man an der Klassifikationsmatrix ablesen kann, wird mit einer Klassifikation auf Basis der
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Diskriminanzwerte eine mit etwa 10% recht geringfligige tatsiachliche Fehlerrate erzielt. Eine
Klassifikation auf Basis der Merkmalswerte wiirde zu identischen Resultaten fithren, da die
einzige extrahierbare Diskriminanzfunktion das gesamte Diskriminanzpotential der Merkmals-
variablen ausschopft. Zu beachten ist allerdings, daf3 die Fehlerratenschitzung mit Hilfe der
Resubstitutionsmethode die tatsachlichen Fehlerraten optimistisch unterschitzt. Aus einer zu-
satzlichen Fehlerratenschiatzung anhand der "Leave-one-out"-Methode wiirde wahrscheinlich

eine etwas geringere Trefferquote resultieren.
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Anhang: Index der verwendeten Notation

Symbol | Bedeutung

by Additive Konstante in der s-ten, normierten Diskriminanzfunktion

bs Normierter Diskriminanzkoeffizient von Merkmalsvariable j in der s-ten Diskriminanzfunkti-
on

bty Standardisierter Diskriminanzkoeffizient von Merkmalsvariable j in der s-ten Diskriminanz-
funktion

b . Mittlerer Diskriminanzkoeffizient von Meriunalsvarial?le j

b, (px1)-Vektor der normierten Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunktion

b*, (px1)-Vektor der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunktion

B, (px1)-Vektor der Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunktion in der Grundge-

: samtheit

B (pxp)-Matrix der Zwischengruppenstreuungen (Zwischengruppen-Quadratsummen und -
Kreuzprodukte)

G5 Centour-Wert von Untersuchungsobjekt i bezogen auf Gruppe g

C (pxp)-Gesamt-Varianz-Kovarianzmatrix der p Merkmalsvariablen

D; Quadrierter Abstand von Untersuchungsobjekt 7 und dem Gruppencentroid von Gruppe g

D (pxp)-Diagonalmatrix mit den Innergruppen-Varianzen der p Merkmalsvariablen auf der
Hauptdiagonalen

fo(x)) | Wert von Untersuchungsobjekt 7 in der Diclitefunktion der p Merkmalsvariablen in Gruppe g

g Laufindex fiir die Gruppen, mitg=1, ..., k

G, Gruppe g

i Laufindex fiir die Untersuchungsobjekte, mit i=1, .., N

i Laufindex fiir die Untersuchungsobjekte, mit '=1, ..., n,

I (pxp)-Einheitsmatrix

J Laufindex fiir die Merkmalsvariablen, mitj=1, ..., p

k Anzahl der Gruppen

L(xilg) |Likelihood der Zugehdrigkeit von Untersuchungsobjekt i zu Gruppe g

As Diskriminanzkriterium der s-ten Diskriminanzfunktion

A Multivariates Wilks Lambda

A, Univariates Wilks Lambda der s-ten Diskriminanzfunktion

Axz |Multivariates Wilks Lambda fiir das um die Variable Z erweiterte Modell
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Inkrementelles Wilks Lambda fiir die Erweiterung des urspriinglichen Modells um die Merk-
malsvariable Z

Mittelwert von Merkmalsvariable ; in der g-ten Subpopulation

(px1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen in der g-ten Subpopulation
((p+1)x1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen und der zusétzlichen Merkmalsvaria-
blen Z in der g-ten Subpopulation

Anzahl der Untersuchungsobjekte in Gruppe g

Anzahl der Untersuchungsobjekte in allen £ Gruppen

Anzahl der Merkmalsvariablen '

Anzahl der Merkmalsvariablen im eingeschrankten Modell

A-priori Wahrscheinlichkeit der Zugehorigkeit zu Gruppe g

A-posteriori-Wahrscheinlichkeit der Zugehérigkeit von Untersuchungsobjekt i zu Gruppe g
Prozentrang (Chi-Quadrat-Verteilung) des quadrierten Abstands von Untersuchungsobjekt i
und Populationscentroid von Gruppe g

Quadratsumme zwischen den Gruppen auf der Diskriminanzvariablen s

Totale Quadratsumme auf der Diskriminanzvariablen s

Quadratsumme innerhalb der Gruppen auf der Diskriminanzvariablen s

Anzahl der Diskriminanzfunktionen

(pxp)-Interkorrelationsmatrix der p Merkmalsvariablen

Kanonischer Korrelationskoeffizient fiir die s-te Diskriminanzfunktion

Laufindex fiir die Diskriminanzfunktionen, mits =1, ..., »

Gepoolte Innergruppen-Standardabweichung der Merkmalsvariablen j
Gesamt-Standardabweichung der Diskriminanzwerte der s-ten, nicht normierten Diskri-
minanzfunktion

Gepoolte Innergruppen-Standardabweichung der Diskriminanzwerte der s-ten, nicht normier-

ten Diskriminanzfunktion
(pxp)-Diagonalmatrix mit den Standardabweichungen der p Merkmalsvariablen auf der

Hauptdiagonalen

(pxp)-Varianz-Kovarianzmatrix innerhalb der Gruppen in der Grundgesamtheit
Varianz-Kovarianzmatrix der p Merkmalsvariablen in der g-ten Subpopulation
Anzahl der bereits extrahierten Diskriminanzfunktionen

Strukturkoeffizient von Merkmalsvariable j beziiglich der s-ten Diskriminanzfunktion
(px1)-Vektor der Strukturkoeffizienten beziiglich der s-ten Diskriminanzfunktion

(pxp)-Matrix der Gesamtstreuungen (Quadratsummen und Kreuzprodukte)
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Einheitsvektor der Lange n, bzw. N

Nicht normierter, unstandardisierter Diskriminanzkoeffizient von Merkmalsvariable ; in der
s-ten Diskriminanzfunktion

(px1)-Vektor der Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunktion

V-Wert fiir das multivariate Wilks Lambda

V-Wert fiir das univariate Wilks Lambda der s-ten Diskriminanzfunktion

V-Wert fur das residuelle Wilks Lambda nach Extraktion der ersten ¢ Diskriminanzfunktionen
(pxp)-Matrix der gepoolten Innergruppenstreuung (Innergruppen-Quadratsummen und -
Kreuzprodukte)

(pXp)-Matrix der Innergruppenstreuung (Innergruppen-Quadratsummen und -Kreuzprodukte)
in Gruppe g

Merkmalswert von Untersuchungsobjekt i auf Merkmalsvariable j

Merkmalsvariable j

Gruppenmittelwert von Gruppe g auf Merkmalsvariable j

Gesamtmittelwert der Merkmalsvariablen ;

(ngx1)-Merkmalsvektor der #; Untersuchungsobjekte auf Merkmalsvariable j in Gruppe g
(1xp)-Merkmalsvektor von Untersuchungsobjekt

(Nx1)-Merkmalsvektor der N Untersuchungsobjekte auf Merkmalsvariable j
(px1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen in Gruppe g

(px1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen in der Gesamtstichprobe
(Nxp)-Datenmatrix ‘

(ngXp)-Teilmatrizen von X fiir Gruppe g
(Nxp)-Matrix der Gruppenmittelwerte der p Merkmalsvariablen

(Nxp)-Matrix der Gesamtmittelwerte der p Merkmalsvariablen

Diskriminanzwert von Untersuchungsobjekt i auf Diskriminanzvariable s
Diskriminanzvariable s

Gruppenmittelwert der Diskriminanzwerte von Gruppe g auf Diskriminanzvariable s
Gesamtmittelwert der Diskriminanzwerte auf Diskriminanzvariable s

(Nx1)-Vektor der Diskriminanzwerte der s-ten Diskriminanzfunktion
Zum urspriinglichen Modell hinzugefiigte Merkmalsvariable

Anmerkung. Die Symbole sind in alphabetischer Reihenfolge angeordnet.
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