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1 Grundlegendes 

Ld Problemstellungen der Diskriminanzanalyse 

Die Diskriminanzanalyse ist ein multivariates statistisches Verfahren zur Analyse 

und Priifung von Gruppenunterschieden. Ausgangspunkt ist in der Regel die folgende 

Datensituation: Aus k verschiedenen Populationen wurden Zufallsstichproben gezo- 

gen; fiir jedes der N Untersuchungsobjekte liegen Messwerte auf p verschiedenen 

Merkmalsvariablen vor (vgl. den Index der verwendeten Symbole und ihrer Bedeu- 

tungen im Anhang). Anhand dieser Informationen lassen sich mit der Diskriminanz- 

analyse Fragestellungen aus zwei verschiedenen, wenngleich logisch zusammenhin- 

genden Problembereichen bearbeiten (zu dieser Unterscheidung vel. z.B. Krzanowski 

& Marriott, 1995): 

- Diskrimination zwischen Gruppen. Mit der hier ausschlieBlich behandelten line- 

aren Diskriminanzanalyse (s.u.) kann eine geordnete Folge von Diskriminanz- 

funktionen bestimmt werden, die eine detaillierte Analyse multivariater Unter- 

schiede zwischen Gruppen erlauben. Diskriminanzfunktionen sind diejenigen — 

voneinander unabhdngigen — Dimensionen, die im Variablenraum eine optimale 

Trennung (Diskrimination) zwischen den Gruppen erzielen. Das diskriminatori- 

sche Potential der (in der Regel) intervallskalierten Merkmalsvariablen wird also 

auf eine geringere Anzahl von Dimensionen verdichtet; jede von ihnen reprisen- 

tiert diskriminatorische Information, die in den tibrigen Diskriminanzfunktionen 

nicht enthalten ist. Weiterhin kann der Beitrag der urspriinglichen Merkmalsvaria- 

blen zu den einzelnen Diskriminanzfunktionen ermittelt werden, wodurch eine 

Beschreibung und gegebenenfalls eine Erklarung multivariater Unterschiede még- 

lich wird. Umgekehrt lassen sich auf diesem Weg diejenigen Merkmalsvariablen
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seligieren, die zur Diskrimination zwischen den Gruppen am besten geeignet sind. 

— Klassifikation von Objekten.! Ein weiteres Anwendungsgebiet der Diskriminanz- 

analyse besteht in der Formulierung von Klassifikationsregeln, anand derer eine 

mdglichst fehlerfreie Zuordnung ,,neuer‘‘ Objekte zu einer der definierten Gruppen 

erfolgen kann. Bei diesen ,neuen“ Objekten sind lediglich die Auspragungen auf 

den p Merkmaisvariablen bekannt, nicht aber ihre Gruppenzugehdrigkeit. Ge- 

schieht die Formulierung von Klassifikationsregeln auf parametrischer Basis, 

milissen dic relevanten Parameter bekannt sein bzw. aus Stichprobendaten ge- 

schdizt werden und Annahmen tiber die Verteilungsform der Merkmalsvariablen 

in den Populationen gemacht werden. Die Verwendung von Diskriminanzfunktio- 

nen zu Klassifikationszwecken kann die Glite der Klassifikation erhdhen. 

Die Bezeichnung ,,Diskriminanzanalyse‘ wird tiblicherweise fiir eine Vielzahl von 

heterogenen Verfahren verwendet, die meist auf Klassifikationsprobleme bezogen 

sind, und die sich etwa hinsichtlich des Skalenniveaus der zugrundeliegenden Merk- 

malsvariablen, der zugrunde gelegten Verteilungsmodelle, der Einordnung als para- 

metrische versus nicht-parametrische Verfahren oder der von einer Klassifikationsre- 

gel zu optimierenden Zielkriterien unterscheiden (fiir einen Uberblick s. z.B. Das 

Gupta, 1973; Krauth, 1983). Im Mittelpunkt der folgenden Ausfiihrungen zum Dis- 

kriminationsproblem steht die lineare Diskriminanzanalyse, die in ihrer Formulie- 

rung ftir den Fall von zwei Gruppen auf R. A. Fisher (1936) zurtickgeht.” Thre Ver- 

  

" Der Begriff ,,Klassifikation“ wird hier im Sinne der Zuordnung von Objekten zu bereits 

bekannten wohldefinierten Gruppen gebraucht (vgl. Schweizer, 1996). Die Diskriminanz- 

nalyse ist damit von der Art klassifikatorischer Probleme abzugrenzen, wie sie von der 

Clusteranalyse bearbeitet werden. Von manchen Autoren (z.B. Kendall, 1966; Krauth, 

1983) wird daher ftir diskriminanzanalytische Klassifikationsprobleme der Terminus 

,»Diskrimination“ verwendet, wihrend ,,Klassifikation“ allein die clusteranalytische Ziel- 

vorgabe bezeichnen soll, fiir eine Menge von Untersuchungsobjekten anhand bestimmter 

Merkmale eine sinnvolle Gruppeneinteilung erst zu bestimmmen. Wir wollen demgegentiber 

an der oben ausgeftihrten Explikation der Begriffe ,.Diskrimination“ und ,,Klassifikation® 

festhalten, um die beiden grundlegenden Anwendungsbereiche der Diskriminanzanalyse 

klar unterscheiden zu kénnen. Eine forschungspraktische Beziehung zwischen Diskrimi- 

nanz- und Clusteranalyse besteht tibrigens darin, dass clusteranalytisch ermittelte Gruppie- 

rungen anhand eines neuen Variablensatzes diskriminanzanalytisch tiberpriift werden kon- 

nen (vgl. z.B. Moosbrugger & Frank, 1992). 

* im Folgenden wird deshalb meist abktirzend nur noch von ,,Diskriminanzanalyse” die 

Rede sein, auch wenn die lineare Diskriminanzanalyse im Speziellen gemeint ist.
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allgemeinerung auf den Mehr-Gruppen-Fall, mithin die Begriindung der multiplen 

(linearen) Diskriminanzanalyse, ist im Wesentlichen durch Rao (1948) und Bryan 

(1951) geleistet worden. Neben ihrer weiten Verbreitung? sprechen eine Reihe in- 

haltlicher Grlinde fiir eine bevorzugte Darstellung der linearen Diskriminanzanalyse 

(vgl. Erb, 1990): 

~ Breite der Erkenntnisméglichkeiten. Bei der linearen Diskriminanzanalyse sind im 

Unterschied zu anderen diskriminanzanalytischen Verfahren die Problembereiche 

der Diskrimination und der Klassifikation eng aufeinander bezogen, so dass sich 

neben verbesserten Méglichkeiten der Formulierung von Klassifikationsregein 

auch Lésungen fiir den Problembereich der Diskrimination zwischen Gruppen er- 

geben. 

~ Robustheit. Die Anwendung der linearen Diskriminanzanalyse setzt das Vorliegen 

von vergleichsweise restriktiven Bedingungen beziiglich des zugrunde gelegten 

Datensatzes voraus, insbesondere das Vorliegen intervallskalierter Merkmalsva- 

riablen, die multivariate Normalverteilung der Merkmalsvariablen in den unter- 

suchten Populationen und die naherungsweise Gleichheit der Varianz-Kovarianz- 

mairizen in den Gruppen. Trotzdem fiihrt das Verfahren auch bei teilweiser Ver- 

letzung dieser Voraussetzungen zu befriedigenden Resultaten: Nominalskalierte 

Merkmalsvariablen kénnen problemlos in dichotome Dummy-Variablen umko- 

diert werden, die sich rechnerisch wie intervallskalierte Variablen behandeln las- 

sen. Von einer Verletzung der multivariaten Normalverteilung der Merkmalsva- 

tiablen ist die Anwendung von Signifikanztests sowie die Klassifikation von Ob- 

jekten auf der Basis von Wahrscheinlichkeiten der Gruppenzugehorigkeit betrof- 

fen. Zumindest die Méglichkeit einer reliablen Klassifikation bleibt jedoch auch 

bei nur ungenauer Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten bestehen, wenn die 

Gruppencentroide hinreichend getrennt sind (vgl. Lachenbruch, 1975). Liegen 

schlieBlich innerhalb der Gruppen stark ungleiche Streuungen der Merkmalsvaria- 

blen vor, kann eines der beiden Ziele der linearen Diskriminanzanalyse, die Dis- 

krimination zwischen Gruppen, nicht verfolgt werden, da keine verlisslichen 

Schatzungen der wahren Streuungen in den einzelnen Gruppen mdglich sind. Im- 

  

* Nach Krauth (1983) ist die (multiple) lineare Diskriminanzanalyse in der psychologischen 

Forschung das am haufigsten eingesetzte diskriminanzanalytische Verfahren. Zudem ist 

sie das einzige Verfahren, das in sdmtlichen der gdngigen statistischen Programmpakete 

(SPSS, SPSS Inc., 1996; SAS, SAS Institute Inc., 1998; BMDP, Dixon, 1992) verftigbar 

ist.
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merhin lassen sich aber auch in diesem Fall unter Umgehung der Schatzung von 

Diskriminanzfunktionen Klassifikationsregeln direkt auf Basis der Merkmalsva- 

riablen forrnulieren. 

— Interpretierbarkeit. Aufgrund des linearen Charakters der Diskriminanzfunktionen 

liefert die lineare Diskriminanzanalyse Ergebnisse, die einer inhaltlichen Inter- 

pretation verhiltnismaBig leicht zuginglich sind. Auch die Inspektion der Ergeb- 

nisse mittels graphischer Veranschaulichungen wird gegentiber nichtlinearen Ver- 

fahren wesentlich vereinfacht. 

1.2 Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu anderen multivariaten 

Analyseverfahren 

Die engen Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu einer Reihe anderer statistischer 

Analyseverfahren lassen sich an ihren mathematischen Grundlagen insbesondere 

dann gut ablesen, wenn man sich verdeutlicht, dass die Diskriminanzanalyse prinzi- 

piell einen Beitrag zu jedem Forschungsproblem leisten kann, das den Vergleich von 

zwei oder mehr als zwei Gruppen hinsichtlich eines multivariaten Datensatzes bein- 

haltet (vgl. Huberty, 1975).* Rine kurze Skizze der Stellung der Diskriminanzanalyse 

zu anderen gangigen statistischen Verfahren kann diesen Anspruch verdeutlichen: 

Mit der multivariaten Varianzanalyse (MANOVA) hat die Diskriminanzanalyse 

die Variablenkonstellation gemeinsam, die den Ausgangspunkt der Analyse bildet. 

Wahrend sich die genuine Zielsetzung der MANOVA auf die Priifung von Hypothe- 

sen beschrankt, welche Gesamtunterschiede von Populationen hinsichtlich eines tiber 

mehrere Merkmalsvariablen operationalisierten, komplexen Merkmals  betreffen, 

kénnen wir mit der Diskriminanzanalyse die weitergehende Fragestellung untersu- 

chen, inwieweit die einzelnen Variablen — im multivariaten Zusammenhang — zum 

Zustandekommen des Gesamtunterschiedes beitragen. Hierzu stellt die Diskrimi- 

nanzanalyse als konfirmatorisches Verfahren auch Mittel zu einer detaillierten infe- 

renzstatistischen Priifung zur Verftigung. 

  

* Wenn jedoch — wie vielfach in einschlagigen Lehrbuchkapiteln (z.B. Hartung & Elpelt, 

1984) -— unter dem Stichwort "Diskriminanzanalyse" lediglich Klassifikationsverfahren 

betrachtet werden, wird die Einbettung der Diskriminanzanalyse in den Kontext der multi- 

variaten Statistik haufig nicht sichtbar. 
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Bin diskriminanzanalytisch zu bearbeitendes Forschungsanliegen kann demnach 

darin bestehen, multivariate Gruppenunterschiede im Rlickgriff auf die beteiligten 

Merkmalsvariablen zu erklaren bzw. — sofern "neue" Objekte vorgegebenen Gruppen 

zugeordnet werden sollen — Gruppenzugehdrigkeiten zu prognostizieren. Daran wird 

die Nahe zu regressionsanalytischen Fragestellungen deutlich, mit dem einzigen 

Unterschied, dass die dort typischerweise intervallskalierte, kontinuierliche Kriteri- 

umsvariable in der Diskrimimanzanalyse durch eine nominalskalierte Gruppierungs- 

variable ersetzt wird. Daher fiihren im Zwei-Gruppen-Fall Diskriminanz- und Re- 

gressionsanalyse zu identischen Resultaten, wenn fiir die Gruppierungsvariable eine 

geeignete Dummy-Kodierung verwendet wird (vgl. z.B. Hattemer, 1974). 

Analog ldsst sich eine Diskriminanzanalyse mit mehr als zwei Gruppen — wie die 

multivariate Varianz- und Regressionsanalyse ~ in formaler Hinsicht als Spezialfall 

der kanonischen Korrelationsanalyse auffassen (vgl. Tatsuoka, 1953). Die Diskrimi- 

nanzfunktionen reprdsentieren dann kanonische Variablen; die kanonischen Korrela- 

tionskoeffizienten geben den Zusammenhang zwischen Linearkombinationen der 

Merkmalsvariablen auf der einen und Linearkombinationen der dummykodierten 

Gruppierungsvariablen auf der anderen Seite wieder. Demnach ldsst sich auch die 

Diskriminanzanalyse unter das Allgerneine Lineare Modell subsumieren (vel. z.B. 

Moosbrugger, 1983). 

Die rechnerische Lésung des Diskriminationsproblems weist (wie die kanonische 

Korrelationsanalyse mit ausschlieBlich intervallskalierten Variablen) starke Beziige 

zum Vorgehen bei der Hauptkomponentenanalyse auf (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971). Als 

Resultat erhalten wir hier wie dort wechselseitig unabhdngige Dimensionen, die ge- 

meinsam einen Unterraum des Variablenraums konstituieren. Anders als die Fakto- 

ren der Hauptkomponentenanalyse werden die Diskriminanzfunktionen allerdings 

nach dem Kriterium extrahiert, eine sukzessiv maximale Trennung zwischen den 

Gruppen zu erreichen. Die Diskriminanzanalyse kann damit als variablenreduzieren- 

des Verfahren verstanden werden, das unter Ausschépfung des Diskriminationspo- 

tentials der urspriinglichen Merkmalsvariablen eine Gkonomische, tibersichtliche und 

gegebenenfalls interpretierbare Darstellung multivariater Gruppenunterschiede er- 

méglicht.
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1.3 Uberblick 

Ausfiihrliche Darstellungen der linearen Diskriminanzanalyse einschlieBlich ihrer 

formalen Beziige zu anderen multivariaten Analysetechniken finden sich unter ande- 

rem bei Tatsuoka (1971), Cooley und Lohnes (1971) sowie Bortz (1993). Wegen der 

Beschrinkung auf die lineare Diskrimmanzanalyse kénnen diskriminanzanalytische 

Verfahren fiir kategoriale und gemischiskalierte Datensatze (vgl. hierzu Goldstein & 

Dillon, 1978; Fahrmeir & Hamerle, 1984) und diskriminanzanalytische Verfahren ftir 

den Fall nicht-normalverteilter Gruppen (vgl. hierzu Trampisch, 1975) nicht behan- 

delt werden. Die Monographie von Lachenbruch (1975) bietet einen Abriss des ge- 

samten Bereichs der Diskriminanzanalyse. Einen Uberblick tiber diskriminanzanaly- 

tische Techniken mit einem Schwerpunkt auf Klassifikationsproblemen geben 

Krauth (1983) sowie Deichsel und Trampisch (1985). Uber die Grundziige der Ent- 

wicklung verschiedener diskriminanzanalytischer Ansdtze informiert dic systemati- 

sche Zusammenstellung von Das Gupta (1973). 

Diskriminations- und Klassifikationsprobleme lassen sich prinzipiell unabhangig 

voneinander behandeln. Daher werden die beiden grundlegenden Anwendungsmég- 

lichkeiten der Diskriminanzanalyse in zwei getrennten Abschnitten dargestellt (Ab- 

schnitt 2 und Abschnitt 3). Dabei wird die Analyse von Gruppenunterschieden als der 

logisch vorgingige Verfahrensschritt zuerst erértert; eine an einer geometrischen 

Veranschaulichung orientierte Einfiihrung in die Grundprinzipien des Verfahrens 

(Abschnitt 2.1) wird den mathematischen Grundlagen und der rechnerischen Durch- 

fiihrung der Diskriminanzanalyse (Abschnitt 2.2) vorangestellt. Alle wesentlichen 

Rechenschritte werden zudem exemplarisch an einer Datensatz aus der Persénlich- 

keitsforschung (Brednich, 1993) zur Anwendung gebracht (Abschnitt 2.3 und Ab- 

schnitt 3.4). 

2 Diskrimination zwischen Gruppen 

2.1 Grundprinzip der Diskriminanzanalyse 

Das Grundprinzip der Diskriminanzanalyse soll zundchst anhand des einfachsten 

Falles von zwei Gruppen erlautert werden, bei dem eine Diskriminanzfunktion zur 

Gruppentrennung geniigt (Abschnitt 2.1.1). Im nachsten Schritt wird dann gezeigt,
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wie sich das fiir den Zwei-Gruppen-Fall anschaulich begriindete Diskriminanzkriteri- 

um auf den Mehr-Gruppen-Mehr-Variablen-Fall verallgemeiner lasst (Abschnitt 

2.1.2). Als Resultat dieses allgemeinen Anwendungsfalls ergibt sich der durch eine 

Folge von Diskriminanzfunktionen konstituierte Diskriminanzraum, dessen wesentli- 

che Eigenschaften im Anschluss dargestellt werden (Abschnitt 2. 1.3). 

2.1.1 Das Diskriminanzkriterium fiir den Zwei-Gruppen-Fall 

Gegeben seien zwei Untersuchungsgruppen Gy und G2 mit jeweils m, und m2 Unter- 

suchungsobjekten, fiir die — im Minimalfall — Merkmalswerte auf zwei Variablen Xj 

und X> erhoben wurden. Gesucht wird nun eine neve Achse ¥ in der von X; und X) 

aufgespannten Ebene, die eine optimale Trennung zwischen den Gruppen ermndglicht. 

Anders ausgedriickt: Es soll eine Diskriminanzvariable Y eingefiihrt werden, welche 

die Unterschiedlichkeit der Gruppen hinsichtlich der beiden Merkmaisvariablen si- 

multan und unter Erfiillung eines Optimierungskriteriums (s.u.) beschreibt. Die biva- 

rjate Information wird also auf eine einzige Dimension verdichtet. Folgerichtig wird 

die gesuchte Diskriminanzachse oder Diskriminanzfunktion als Linearkombination 

Y=v,X,+v,%, (4) 

der Merkmalsvariablen dargestellt; vj und v2 reprasentieren die Gewichtungs- oder 

Diskriminanzkoeffizienten, welche die Lage der Diskriminanzachse in der Ebene der 

Merkmalsvariablen bestimmen. Fiir ein Untersuchungsobjekt 7 erhalten wir den Dis- 

kriminanzwert y, durch Einsetzen der individuellen Merkmalswerte xj; und x2 in 

Gleichung I: 

Yi, = VA FV 2% a5- (2) 

Das Problem besteht nun darin, die Gewichtungskoeffizienten v, und v2 so zu be- 

stimmen, dass durch die resultierende Diskriminanzachse die Gruppen G, und Gz 

méglichst gut voneinander getrennt werden. 

Wie lisst sich ein solches Zielkriterium naher prizisieren? Als Ma® flr die Giite 

der Gruppentrennung bieten sich zwei Indikatoren an. Zum einen ist anzustreben, den 

quadrierten Abstand D? der Gruppenmittelwerte y und y2 auf der Diskriminanzva- 

riablen zu maximieren: 
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D’ = (y, ~¥,) 

= lv, (i, ~Xy )+ Vy (%,. ~ Xn iP 

(3) 

Zum anderen kénnen wir davon ausgehen, dass die Gruppen durch eine Diskrimi- 

nanzfunktion umso besser getrennt sind, je kleiner der Uberschneidungsbereich der 

gruppenspezifischen Streuungen der Diskriminanzwerte ist. Daraus folgt unmittelbar 

die Forderung, die Gesamtstreuung innerhalb (within) der Gruppen G, und G) (hier 

ausgedriickt als Quadratsumme Q,(Y) der Diskriminanzwerte innerhalb der Gruppen) 

zu minimieren: 

2 2 ny n2 

240) = D/O Hi) * 2s 9) . (4) 

Wie man sich anhand eines graphischen Beispiels leicht veranschaulichen kann, sind 

die Forderung nach einer Maximierung der Mittelwertedifferenz der Gruppen auf der 

Diskriminanzvariablen und die Forderung nach einer Minimierung der Innergruppen- 

streuung der Diskriminanzvariablen nicht aquivalent.” Beide MaBe werden von un- 

terschiedlichen Diskriminanzfunktionen optimiert. Wir benGtigen daher ein Kriteri- 

um, das beide Forderungen zusammenfasst. Dieses gewinnen wir, indem wir das 

Verhiltnis aus der quadrierten Mittelwertedifferenz D* und der Innergruppenstreuung 

Q,(Y) bilden. Das Diskriminanzkriterium A fir den Zwei-Gruppen-Fall lautet dem- 

nach: 

2 

O.(Y) kw 

  = ——> max. (5) 

Fiir den Zwei-Gruppen-Fall gilt also gemaB der in Gleichung 5 ausgedriickten Ziel- 

funktion der Diskriminanzanalyse, dass die Gewichtungskoeffizienten der Diskrimi- 

nanzfunktion so zu schatzen sind, dass sich einerseits die Mittelwerte der Gruppen 

auf der Diskriminanzvariablen méglichst deutlich unterscheiden, andererseits die 

Streuungen der Diskriminanzwerte innerhalb der Gruppen méglichst klein sind. 

  

> Dies liegt daran, dass sich auch die Gesamtstreuung der Diskriminanzwerte mit unter- 

schiedlicher Lage der Diskriminanzachse im Merkmalsraum dndert.



  

Diskriminanzanalyse 101 

2.1.2 Verallgemeinerung des Diskriminanzkriteriums auf den Mehr-Gruppen-Fall 

Wenn wir uns — wie es in vielen Anwendungen sinnvoll sein mag — ftir die Diskrimi- 

nation von mehr als zwei Gruppen interessieren, sind die einfachen Differenzen zwi- 

schen Gruppenmittelwerten als Ma fiir die Unterschiedlichkeit der Gruppen nicht 

mehr hinreichend, da eine einzige Diskriminanzfunktion die Unterschiede zwischen 

den Gruppen dann in der Regel nicht vollstandig erfassen kann.° Wie sich anhand der 

mathematischen Loésung der Maximierung des Diskriminanzkriteriums zeigen lasst 

(s. Abschnitt 2.2.1), kénnen bei k Gruppen und p Merkmalsvariablen k-1 Diskrimi- 

nanzfunktionen extrahiert werden, sofern die Anzahl p der Merkmalsvariablen gréBer 

oder gleich der Anzahl k der Gruppen ist; ist die Anzahl k der Gruppen hingegen 

gréBer als die Anzahl p der Merkmalsvariablen, ergeben sich p Diskriminanzfunktio- 

nen.’ Die Schitzung der einzelnen Diskriminanzfunktionen erfolgt dann nach dem 

Kriterium der sukzessiv maximalen Trennung der Gruppen: Durch die erste, liber die 

Maximierung des Diskriminanzkriteriums A zu schatzende Diskriminanzfunktion 

wird ira Mehr-Gruppen-Mehr-Variablen-Fall nur ein Teil der Zwischengruppenvari- 

anz der Merkmalsvariablen aufgeklart. Wir suchen daher nach einer zweiten Diskri- 

minanzfunktion, die mit der ersten Diskriminanzfunktion unkorreliert ist und eine 

optimale Trennung der Gruppen unter Ausnutzung der noch verbleibenden Merk- 

malsvarianz erméglicht, und unter Umstinden nach weiteren maximal diskriminie- 

renden, aber mit den bereits extrahierten Diskriminanzfunktionen unkorrelierten Dis- 

kriminanzfunktionen. In dieser Weise wird verfahren, bis das gesamte Diskriminati- 

onspotential der Merkmalsvariablen ausgeschdpft ist, in der Regel bei einer Anzahl 

von r=rmin(p, k-1) Diskriminanzfunktionen. Diese bilden eine geordnete Folge, 

  

° ine einzige Diskriminanzfunktion wire bei k>2 Gruppen nur dann hinreichend, wenn — 

geometrisch gesprochen — sich die Gruppenunterschiede vollstandig durch Projektion auf 

eine Gerade darstellen lassen. Dies ist etwa dann der Fall, wenn lediglich zwei Merkmals- 

variablen erhoben wurden bzw. wenn nur zwei der p Merkmalsvariablen tiberhaupt zwi- 

schen den Gruppen diskriminieren (die Gruppenmittelwerte der ibrigen p-2 Merkmalsva- 

riablen hingegen identisch sind), da dann die Gruppencentroide auf einer Geraden zu lie- 

gen kommen. Analog sind auch bei k>3 Gruppen zwei Diskriminanzfunktionen hinrei- 

chend, wenn sich die Gruppenunterschiede durch Projektion auf eine Ebene darstellen las- 

sen etc. 

Um eine zufriedenstellende Trennung zwischen den Gruppen zu erreichen, empfiehilt es 

sich normalerweise, p2k Merkmalsvariablen in die Analyse cinzubeziehen (vgl. Back- 

haus, Erichson, Plinke & Weiber, 1996).
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insofern sich der Beitrag, den eine Diskriminanzfunktion zur Aufklarung der Zwi- 

schengruppenvarianz leisten kann, mit jedem Extraktionsschritt verringert. 

Fir den allgemeinen Pall von 22 Gruppen ist es daher zweckmafig, als Verall- 

gemeinerung von Gleichung 5 — unter Ausnutzung der aus der Varianzanalyse be- 

kannten Quadratsummenzerlegung der totalen Quadratsumme Q, in Zwischengrup- 

pen-Quadratsumme (between-Quadratsumme) Q, und Innergruppen-Quadratsumme 

(within-Quadratsumme) Q,, ~ anstelle der einfachen quadrierten Mittelwertdifferen- 

zen die Zwischengruppen-Quadratsumme Q,(Y,) der jeweils gesuchten s-ten Diskri- 

minanzfunktion tiber alle k Gruppen hinweg zu bestimmen: 

k 

Ov(¥,) =D me(Fp, — 9,)”- (6) 

Die Zwischengruppen-Quadraisumme Q, (¥,) gibt ~ als die mit der GruppengréBe n, 

gewichtete Summe der quadrierten Abweichungen der Gruppenmittelwerte y,, vom 

Gesamtmittelwert y, - den Anteil an der Gesamtstreuung Q, (Y,) der Diskrimi- 

nanzwerte auf der s-ten Diskriminanzfunktion an, der durch die Gruppeneinteilung 

“erklart" wird. Umgekehrt gibt die Innergruppen-Quadratsumme Q,, (Y;) 

00%) = TS (5 -Fp)- ) 

den durch die Gruppeneinteilung “nicht erklarten" Streuungsanteil der Diskrimi- 

nanzwerte auf der s-ten Diskriminanzfunktion an, der sich im allgemeinen Fall aus 

der Summe der quadrierten Abweichungen der einzelnen Diskriminanzwerte y;, von 

ihrem jeweiligen Gruppenmittel y,, bemisst. 

Damit k6nnen wir das Diskriminanzkriterium A, fiir den allgemeinen Fall von k>2 

Gruppen als das Verhdltnis von Zwischengruppen-Quadratsumme Q,(Y,) und Inner- 

eruppen-Quadratsumme Q,, (¥;) 

  A, = ———> max (8) 

definieren, wobei als Nebenbedingung die sukzessive Unkorreliertheit der Diskrimi- 

nanzfunktionen zu berlicksichtigen ist. Folglich sind fiir den allgemeinen Fall von 

k>2 Gruppen die Gewichtungskoeffizienten der r Diskriminanzfunktionen nachein- 

ander so zu bestimmen, dass die auf die Gruppeneinteilung zurtickfiihrbare Streuung
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der jeweiligen Diskriminanzwerte maximal, die Streuung innerhalb der Gruppen hin- 

gegen minimal ist; zusdtzlich soll die im ¢-ten Extraktionsschritt bestimmte Diskri- 

minanzfunktion mit den t-1 bereits extrahierten Diskriminanzfunktionen unkorreliert 

sein. Man beachte, dass das Diskriminanzkriterium A, ftir den allgemeinen Fall dem 

F-Bruch der Varianzanalyse entspricht, wobei der tiber alle méglichen Diskriminanz- 

funktionen konstante und daher fiir die Schitzung der Diskriminanzfunktionen irre- 

levante Term, der die Hypothesen- und Fehlerfreiheitsgrade ausdriickt, weggelassen 

ist. Diese Entsprechung verdeutlicht nochmals die bereits fiir den Zwei-Gruppen-Fall 

angemerkte Grundidee des diskriminanzanalytischen Verfahrens, multivariate Unter- 

schiede zwischen Gruppen durch die Bildung von Linearkombinationen der Merk- 

malsvariablen analysierbar zu machen, indem eine Reduktion des rnultivariaten Pro- 

blems auf ein oder mehrere univariate Probleme vorgenommen wird. 

2.1.3 Eigenschaften des Diskriminanzraums 

Alle Diskriminanzfunktionen oder — wie wir aufgrund der Ahnlichkeit des Verfah- 

rens zur Hauptkomponentenanalyse auch sagen kénnen — Diskriminanzfaktoren ge- 

meinsam konstituieren den sogenannten Diskriminanzraum, der das gesamte Diskri- 

minanzpotential der Merkmalsvariablen enthdlt, allerdings (im Regelfall von p2k) 

von geringerer Dimensionalitat ist als der Variablenraum. Dartiber hinaus lisst sich 

die Anzahl diskriminatorisch bedeutsamer Diskriminanzfunktionen meist weiter re- 

duzieren, da zur Entscheidung iiber die Anzahl von Diskriminanzfunktionen, die in 

eine endgtiltige Loésung sinnvollerweise aufzunehmen sind, deskriptive MaBe und 

Méglichkeiten einer inferenzstatistischen Beurteilung zur Verfiigung stehen (s. Ab- 

schnitt 2.2.3). Da die Diskriminanzfunktionen — im Unterschied zu den urspriingli- 

chen Merkmalsvariablen — wechselseitig unkorreliert sind, ergeben sich keine Uber- 

schneidungen hinsichtlich der "diskriminatorischen Information", die durch die Di- 

mensionen des Diskriminanzraums reprdsentiert wird. Wird eine inhaltliche Inter- 

pretation der Diskriminanzfunktionen angestrebt, kinnen ~— wie in der Hauptkompo- 

nentenanalyse — die Ladungen der Merkmalsvariablen auf den Diskriminanzfaktoren 

herangezogen werden. Die standardisierten Gewichtungskoeffizienten ermdglichen 

au8erdem eine Beurteilung der diskriminatorischen Bedeutsamkeit der Merkmalsva- 

riablen fiir einzelne Diskriminanzfunktionen sowie fiir die Gruppentrennung insge- 

samt (vel. Abschnitt 2.2.4),
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2.2 Rechnerische Durchfiihrung der Diskriminanzanalyse 

2.2.1 Schatzung der Diskriminanzfunktionen 

Zunichst muss die Notation um einige Symbole erweitert werden: Flir eine Stichpro- 

be von N Untersuchungsobjekten sollen Werte auf p Merkmalsvariablen vorliegen, 

die in der (Nxp)-Datenmatrix X zusammengefasst sind. Die N Untersuchungsobjekte 

lassen sich einer von & Gruppen Gi, ..., Gp, ..., Ge der GréBe ng zuordnen. Entspre- 

chend ist die Datenmatrix X partitionierbar in & Teilmatrizen X), ..., Kg, ..., X, vorn 

Typ (#,xp), die sich wiederum zeilenweise aus den ng Merkmaisvektoren x’, = (xj, ..., 

Xij, +» Xip) ZUSamimensetzen, in denen die dem i-ten Untersuchungsobjekt aus Gruppe 

g zugehirigen Werte auf den p Merkmalsvariablen enthalten sind. Die Diskrimi- 

nanzwerte yj; der N Untersuchungsobjekte auf den r Diskriminanzvariablen sollen in 

den Vektoren yi, ..., Ys, -., ¥r Zusammengefasst werden. 

Zur Bestimmung der s-ten Diskriminanzfunktion (vgl. Abschnitt 2.1) wurde der 

Vektor der Gewichtungskoeffizienten V, = (Vs1, ..., Vsj. --.s Vsp)' in der Linearkombinati- 

on 

y, =Xv, (9) 

so gewahlt, dass er zu einer Maximierung des Diskriminanzkriteriums 

  1 2) 
Ow(¥,) 

——> max (10) 

filhrt. Der Vektor v, der Gewichtungskoeffizienten v),, die der ersten Diskriminanz- 

funktion zuzuordnen sind, soll demnach eine Maximierung von A, erzielen; sofern 

sich weitere Diskriminanzfunktionen bilden lassen, mtissen deren Gewichtungsvek- 

toren Vo, ..., Vs, .., ¥, So gewdhlt werden, dass eine Maximierung von Aj, ..., As, -5 Ag 

hinsichtlich der von den bereits extrahierten Diskriminanzfunktionen noch nicht auf- 

geklarten Varianz erzielt wird. 

Zur Lésung dieses Maximierungsproblems werden zuerst die Quadratsummen Q) 

und Q,, der noch unbekannten Diskriminanzvariablen Y), ..., Ys, ..., Yr als Ausdriicke 

der in der Datenmatrix KX enthaltenen Merkmalsvariablen und der jeweils gesuchten, 

zugehérigen Gewichtungsvektoren Vj, ..., Vs, -.-5 Vr notiert, wobei die in Gleichung 9 

ausgedrtickte Beziehung zu verwenden ist. Die totale Quadratsumme QO; einer durch
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Linearkombination der Merkmalsvariablen X, ..., Xp gebildeten Variablen Y, ergibt 

sich demnach als 

OY,)=v,'Ty,. (11) 

wobei die (pxp)-Streuungsmatrix T in der Hauptdiagonalen die Quadratsummen der 

p Merkmalsvariablen, auSerhalb der Hauptdiagonalen deren Kreuzproduktsummen 

enthalt (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971; Bortz, 1993). Nach der Bezichung 

T=B+W (12) 

lisst sich die Gesamtstreuungsmatrix T in die (pxp)-Matrix B der Zwischengruppen- 

Quadratsummen und —Kreuzprodukte und die (pxp)-Matrix W der Innergruppen- 

Quadratsummen und —Kreuzprodukte zerlegen. Mit Hilfe von B und W lassen sich 

nun auch die Zwischenquadratsumme Q) (Y;) nach Gleichung 6 und die Innergrup- 

pen-Quadratsumme Q, (Y,) nach Gleichung 7 allein unter Riickeriff auf die gesuch- 

ten Gewichtungsvektoren vy, und die Streuungen der urspriinglichen Merkmalsvaria- 

blen ausdriicken: 

Q,(Y,) =v", By,, (13) 

0, (%)=v', Wy,. (14) 

Matrix W wird auch als Matrix der gepoolten Innergruppen-Streuung bezeichnet, da 

sie sich als Summe der gruppenspezifischen Streuungsmatrizen Wg darsiellen lasst: 

w=>W, (15) 

w, =>, -, x, -¥,). (16) 
ist 

wobei X, der Vektor der gruppenspezifischen Mittelwerte der p Merkmalsvariablen 

in Gruppe g ist. Definiert man zusatzlich einen Vektor x, der die Gesamtmittelwerte 

der p Merkmalsvariablen enthalt, kann Matrix B anschaulich hergeleitet werden als
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is _ _\t 

B =>", &, -3)z, -%) 
gl 

-&-3)§-%) 
Dabei sind in der (Nxp)-Matrix X die Gruppenmittelwerte der Merkmalsvariablen 

(17) 

so aufgelistet, dass die ersten m; Zeilen jeweils X',, also dem transponierten Vektor 

der Gruppenmittelwerte in G,, die folgenden n) Zeilen hingegen jeweils X',, also 

dem transponierten Vektor der Gruppenmittelwerte in G2, entsprechen usw., bis zu 

den letzten m, Zeilen, die jeweils dem Vektor x’, , also dem transponierten Vektor der 

Gruppenmittelwerte in G,, entsprechen. Alle Zeilen der (Nxp)-Matrix X enthalten 

hingegen die Gesamtmittelwerte der p Merkmalsvariablen, entsprechen also ¥', dem 

transponierten Vektor der Gesamtmittelwerte der p Merkmalsvariablen. 

Allgemein, d.h. ohne Festlegung, um die wievielte Diskriminanzfunktion es sich 

handelt, kénnen wir nun das Diskriminanzkritertum A gem4® der in Gleichung 13 

und Gleichung 14 definierten Beziehungen als Funktion der bekannten Matrizen B, 

W und des gesuchten Gewichtungsvektors v ausdriicken: 

——~> max. (18)   

Wir lésen das Maximierungsprobiem, indem wir den Gradienten von A berechnen 

und dem Nullvektor gleichsetzen: 

04 _ 2{(By(v' Wy) ~ (W'By)(Wy)] 
=. 

av (v' Wr)? 19) 
  

Durch die Division von Zahler und Nenner durch v'Wv und Verwendung der in 

Gleichung 18 gegebenen Definition von A fiir das zweite Glied der Differenz im 

Z&hler vereinfacht sich die Gleichung zu 

2[ By — AW] 0. (20) 

vi Wy 

Durch Multiplikation mit v'Wv, Division durch 2 und Ausklammern von v erhalten 

wir 

(B- AW)v =0. (21) 
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Sofern Matrix W nicht singular ist, konnen wir in Gleichung 21 durch Multiplikation 

mit der Inversen W~ das Diskriminanzkriterium A isolieren 

(W"B-Alv=0 (22) 

und erhalten die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchten Vektoren v.* Die Lésung 

von Gleichung 22 stellt ein klassisches Eigenwertproblem dar; es gilt, die Eigenwerte 

Aund die dazugehérigen Eigenvektoren v der quadratischen Matrix W7'B zu finden. 

Die interessierende nichttriviale Losung v#0 kann nur dann gefunden werden, wenn 

die Matrix (W7'B — AI) singular ist, d.h. eine Determinante von null hat (vgl. z.B. 

Moosbrugger, 1997). Aus dieser Uberlegung erhalten wir mit 

Ww 'B- All=0 (23) 

die charakteristische Gleichung der Matrix W''B. Die Entwicklung der Determinante 

fiihrt zu einem Polynom r-ter Ordnung mit r= min (p, k—-1) Lésungen A), ..., As, ... Ar 

fiir A, die — eingesetzt in die Bestimmungsgleichung 22 — zu den dazugehorigen Ei- 

genvektoren Vj, ..., Vs, ..., Vr fiihren. Setzt man den Eigenvektor v,, der dem groBten 

Diskriminanzkritertum (Eigenwert) A, zugeordnet ist, als Gewichtungsvektor in 

Gleichung 9 ein, ergibt sich die Diskriminanzfunktion, die von allen méglichen Dis- 

kriminanzfunktionen die héchste Diskriminationsfahigkeit besitzt. Die analog zu 

bildende Diskriminanzfunktion mit dem Gewichtungsvektor v2 erzielt unter allen 

mdéglichen Linearkombinationen, die nicht mit der ersten Diskriminanzfunktion kor- 

reliert sind, das héchste Diskriminanzkriterium Az, Ebenso erzielt die Diskriminanz- 

funktion mit dem Gewichtungsvektor v3 das héchste Diskriminanzkriterium A, unter 

allen méglichen Linearkombinationen, die nicht mit den beiden ersten Diskriminanz- 

funktionen korreliert sind, usw. Wie man sieht, fiihrt die Lésung des zunachst allge- 

mein ftir einen Gewichtungsvektor v gestellten Maximierungsproblems zur simulta- 

nen Auffindung aller extrahierbaren Diskriminanzfunktionen. 

  

® Nach Tatsuoka (1971) sind auch dann verschiedene Lésungsstrategien mdglich, wenn W 

singular ist, was z.B. dann der Fall ist, wenn einige der Merkmalsvariablen ipsative Mes- 

sungen darstellen. Entweder man rechnet mit den betreffenden Variablen eine Hauptkom- 

ponentenanalyse und fiigt nach Eliminierung der betreffenden Variablenwerte die erhalte- 

nen Faktorwerte in die Datenmatrix ein, oder man lést Gleichung 21, ohne sie zuvor zu 

Gleichung 22 zu vereinfachen. Im letzteren Fall handelt es sich um ein sogenanntes verall- 

gemeinertes Eigenwertproblem (generalized eigenvalue problem) mit der charakteristi- 

schen Gleichung |B - AW| = 0.
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Die Anzahl von Bigenwerten der quadratischen Matrix W7'B, die ungleich null 

sind, entspricht dem Rang der Matrix B, da dieser héchstens gleich, in der Regel so- 

gar kleiner ist als der Rang der Matrix W', die vollen Rang haben muss, da Matrix 

W als nonsingular angenommen wurde. In dieser Eigenschaft der Matrix W'B ist 

die Begriindung daflir zu finden, dass sich allgemein r= min (p, k~1) Diskriminanz- 

funktionen extrahieren lassen (vgl. Tatsuoka, 1971). An der Herleitung von B aus 

dem Matrixprodukt in Gleichung 17 ist ersichtlich, dass der Rang von B gleich dem 

Rang der Matrix K —X ist. Diese Matrix hat wie Matrix XK héchstens & unter- 

schiedliche Zeilen, die zudem einer linearen Restriktion unterworfen sind, da gilt: 

kK 

Din, (Fy —%) =0- (24) 

Daher existieren in der Matrix KX — X und damit in Matrix B nicht mehr als k-1 line- 

ar unabhangige Zeilen, so dass der Rang der Matrix B im Héchstfall entweder k-1 

oder p betragt, je nach dem, welcher der beiden Werte kleiner ist. 

2.2.2 Normierung der Diskriminanzfunktionen 

Die Maximierung des Diskriminanzkriteriums fiihrt zwar zu einer eindeutigen Be- 

stimmung der Lage der Diskriminanzfunktionen im Variablenraum, d.h. zu einer 

Festlegung des Verhidltnisses der Diskriminanzkoeffizienten einer Diskriminanz- 

funktion untereinander, ohne dass damit jedoch die Skaleneinheit der Diskrimi- 

nanzwerte festgelegt ware. Um die Diskriminanzwerte mehrerer Diskriminanzfunk- 

tionen untereinander vergleichen zu konnen, muss eine Skalierung der Diskriminanz- 

funktionen vorgenommen werden. Nach Backhaus et al. (1996) hat sich daftir die 

Normierungsvorschrift durchgesetzt, die normierten Gewichtungskoeffizienten (ent- 

halten in den Vektoren by, ..., bs, ..., b,) so zu bestimmen, dass die gepoolte (d.h. tiber 

die k Gruppen vereinte) Innergruppenvarianz der Diskriminanzwerte den Wert eins 

ergibt:° 

_| bo We, =1. (25) 
N-k 
  

* Anstelle der Matrix W kann zur Normierung auch auf die Matrix T zuriickgegriffen wer- 

den, welche die Gesamtstreuungen der Merkmalsvariablen enthalt, woraus fiir die Diskri- 

minanzwerte eine Gesamtvarianz von eins resultiert (vgl. Cooley & Lohnes, 1971).
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Demnach errechnet sich der Vektor b, der normierten Diskriminanzkoeffizienten 

nach 

1 
  b, =v, (26) 
Scw)ys 

Dabei ist sj. die gepoolte Innergruppen-Standardabweichung der auf Basis der 

nicht normierten Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunktion be- 

stimmten Diskriminanzwerte, also 

Siwy = = {202 - “ey v'; Wy, . (27) 

AnschlieBend bestimmt man fiir jede Diskriminanzfunktion eine additive Konstante 

boo 

  

  

by =—b',x, (28) 

welche so gewahit wird, dass der Gesamtmittelwert der Diskriminanzwerte der s-ten 

Diskriminanzfunktion null ergibt: 

= 

YD Yi = D by =O. (29) 

Den Vektor y, der normierten Diskriminanzwerte erhdlt man nun tiber die normierte 

Diskriminanzfunktion 

Hb gx) +OGX, +. + bk, +... + OSX, (30) 

wobei Xo ein N-dimensionaler Einsenvektor ist und x; jeweils ein N-dimensionaler 

Vektor, der die Merkmalswerte der N Untersuchungsobjekte auf Merkmalsvariable j 

enthalt. Nach der Normierung aller r Diskriminanzfunktionen liegen also ausnahms- 

los normierte Diskriminanzwerte mit einem Mittelwert von null und einer Innergrup- 

penvarianz von eins vor,
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2.2.3 Beurteilung der Diskriminanzfunktion
en 

Neben einer Reihe deskriptiver Mae zur Beurteilung der Diskriminationsfahigkeit 

(Abschnitt 2.2.3.1) stehen Méglichkeiten einer inferenzstatistischen Priifung der Dis- 

kriminanzfunktionen zur Verfligung (Abschnitt 2.2.3.2). Bei der Diskriminanzanaly- 

se handelt es sich daher auch um ein konfirmatorisches Verfahren. Es lasst sich nicht 

nur priifen, ob zwischen den Gruppen ein Gesamtunterschied hinsichtlich des unter- 

suchten Variablenkomplexes besteht, sondern auch die detailliertere Pragestellung 

beantworten, wie viele Diskriminanzfunktionen einen signifikanten Beitrag zur 

Gruppentrennung leisten. Als Folge kann im Mehr-Gruppen-Mehr-Varia
blen-Fall die 

Anzahl diskriminatorisch bedeutsamer Diskriminanzfunktionen in der Regel redu- 

ziert werden. 

2.2.3.1 Eigenwertanteil und kanonischer Korrelationskoeffizient 

Die relative Bedeutung einer Diskriminanzfunktion s fiir die Trennung der Gruppen, 

also ihr Anteil an der durch alle Gruppen insgesamt geleisteten V arianzaufklarung, 

wird durch ihren Ei genwertanteil 

A 
(31) 

Ay tnt A, +..4+A, 

ausgedriickt. Da das Diskriminanzkriterium A, zwar per definitionem ein Maw fiir die 

Diskriminationsfahigk
eit von Diskriminanzfunktion

en darstelit, aber wic die ur- 

spriinglichen Gewichtungsvektoren nicht normiert ist, zieht man Zur Beurteilung der 

Diskriminationsfahigkeit einer Diskriminanzfunktion den kanonischen Korrelations- 

koeffizienten p oder das sogenannte Wilks A heran (zu letzierem S. Abschnitt 

2.2.3.2). 

Der quadrierte kanonische Korrelationskoeffizient pe steht in der folgenden Bezie- 

hung zu dem Diskriminanzkritertum 
As vel. Tatsuoka, 1953): 

  

—, 
(32)
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Damit reprsentiert p,’ den Quotienten von erklarter Varianz und Gesamtvarianz der 

Diskriminanzwerte,!° gibt also den Anteil der durch die s-te Diskriminanzfunktion 

erklarten Varianz an. Bei Durchfiihrung einer kanonischen Korrelationsanalyse mit 

k-1 in geeigneter Weise dummykodierten Gruppierungsvariablen ergeben sich direkt 

r Werte fiir p,’ als Lésung eines Eigenwertproblems (vel. z.B. Tatsuoka, 1971). Der 

kanonische Korrelationskoeffizient p, =4/ p, gibt demnach an, wie stark der Zu- 

sammenhang zwischen den Diskriminanzfunktionen — den kanonischen Variablen — 

und der Gruppeneinteilung ist.!! 

2.2.3.2 Inferenzstatistische Priifung anhand von Wilks A 

Zur inferenzstatistischen Uberpriifung von Diskriminanzfunktionen greift man tibli- 

cherweise auf Wilks A zurtick. Wilks A ist als Quotient der durch die Gruppenein- 

teilung nicht erklarten Streuung und der Gesamtstreuung definiert, bestimmt sich also 

im Falle des sogenannten univariaten Wilks A, flir die s-te Diskriminanzfunktion als 

  A,= ; (33) 

Bei Wilks A, das auf einen Wertebereich zwischen eins und null normiert ist, handelt 

es sich um ein inverses GiitemaR, so dass sehr kleine Werte von A, im Sinne einer 

hohen Diskrimination der Gruppen durch die s-te Diskriminanzfunktion zu interpre- 

tieren sind. Als Glitema®8 fiir die Diskriminationsfahigkeit aller Diskriminanzfunktio- 

nen gemeinsam wird das sogenannte multivariate Wilks A berechnet: 

  

' Diese Beziehung gilt unabhingig davon, ob bereits normierte Diskriminanzfunktionen 

vorliegen oder nicht, da die Ausprigung des Diskriminanzkriteriums von einer Normic- 

rang nicht beeinflusst wird. Zar Veranschaulichung kann aber folgender Gedankengang 

hilfreich sein: Nach einer Normierung unter Riickgriff auf die Matrix W ist die nicht er- 

klarte Varianz auf den Wert eins normiert; da das Diskriminanzkriterium aber nach Glei- 

chung 5 als Quotient der Zwischengruppen-Quadratsumme Q, (Y,) und der Innergruppen- 

Quadratsumme Q,(¥;) definiert ist, muss in Folge einer Normierung unter Riickgriff auf 

W die erklarte Varianz A,, die Gesamtvarianz 14-A, betragen. 

im Zwei-Gruppen-Fall, in dem nur eine Diskriminanzfunktion extrahiert werden kann, 

enispricht der nach Gleichung 32 ermittelbare Wert dem multiplen Korrelationskoeffizi- 

enten der Regressionsanalyse, das diskriminanzanalytische Verfahren ist dann Aquivalent 

zu dem einer Regressionsanalyse mit dummykodierter Gruppierungsvariabien.
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A=[]A.- 
(34) 

gal 

Unter den Voraussetzungen, dass die p Merkmalsvariablen in den k Populationen, 

aus denen die untersuchten Stichproben entnommen sind, multivariat normalverteilt 

sind und die Varianz-Kovarianzmatrizen in den Gruppen als homogen angesehen 

werden kénnen, lasst sich Wilks A in einen sogenannten V-Wert (Bartletts V- 

Statistik; vgl. Tatsuoka, 1971) tiberfithren, der ndherungsweise y’-verteilt ist. Uber 

den dem multivariaten Wilks A zugehérigen V-Wert 

v =-(N-1-(p*+k)/2]In A 

=[N -1-(p*+k)/2]In [1+ Ait Ay) + Ay) (35) 

=|N-1-(p* +e)/2] 9 fi+a,| 

kann die statistische Bedeutsamkeit aller r Diskriminanzfunktionen gemeinsam tiber- 

priift werden, wobei fiir p* die Anzahl der Merkmalsvariablen p einzusetzen ist;'? der 

V-Wert fiir das multivariate Wilks A hat p*(A-1) Freiheitsgrade. Als Alternativhy- 

pothese Hy fungiert hier die globale Unterschiedshypothese, dass in der Grundge- 

samtheit beziiglich der Mittelwertevektoren Py, --» Hg--+ Bk Unterschiede bestehen, 

die dazugehirige Nullhypothese Ho lautet formal: fy =... = Mg =. = Bk 

Frweist sich nach Gleichung 35 das gesamte Diskriminanzpotential als signifi- 

kant, kann tiber die V-Statistik ftir das residuelle Wilks A weiterhin gepriift werden, 

ob das nach der Extraktion und "Herauspartialisierung” der ersten, varianzstarksten 

Diskriminanzfunktion verbleibende Diskriminanzpotential noch signifikant zwischen 

den Gruppen unterscheidet.'? Wie die einzelnen Diskriminanzfunktionen sind die 

en 

2 Rei inferenzstatistischen Uberpriifungen, die sich auf das vollstandige Modell mit allen p 

Merkmalsvariablen beziehen, gilt immer p* =p. Wenn hingegen das Inkrement einer Un- 

termenge von Merkmalsvariablen gepriift werden soll, ist fiir p* ein Wert p <p einzuset- 

zen (s. Abschnitt 0). 

13 Formal ausgedriickt bezieht sich die inferenzstatistische Priifung tiber das residuelle 

Wilks A also auf die Altemmativhypothese Hy, dass in der Population mindestens eines der 

Elemente in den Gewichtungsvektoren Ba, -.» B,, ..» Br ungleich null ist, bzw. auf die 

Nullhypothese Bp =... = B=... = B= 9. Im allgemeinen Fail der Priifung der nach Extrakti- 

on der f-ten Diskriminanzfunktion verbleibenden residuellen Diskriminanz lautet die Al- 

temativhypothese Hj, dass in der Population mindestens eines der Elemente in den Ge- 

wichtungsvektoren Bui. + Bes ve Be ungleich null ist, die Nulthypothese Ho hingegen 

Buoy = = Boz = Br=O.
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einzelnen Terme des logarithmierten Produkts in Gleichung 35 statistisch unabhan- 

gig. Daraus folgt, dass auch der fiir die s-te Diskriminanzfunktion ermittelbare V- 

Wert 

V, =-[N -1-(p*+k)/2]in A, 
=[N -1-(p*+k)/2]in (1+ 4,) 36) 

approximativ y?-verteilt ist, und zwar mit p*+k-2s Freiheitsgraden (vgl. z.B. Tatsuo- 

ka, 1971), wobei p* wiederum gleich p ist. Die Summe der univariaten V-Werte fiir 

die einzelnen Diskriminanzfunktionen ist dem V-Wert fiir das multivariate Wilks A 

aquivalent. Die residuelle Diskriminanz nach Extraktion der ersten ¢ Diskriminanz- 

funktionen lasst sich daher tiber den V-Wert fiir das residuelle Wilks A priifen, den 

wir erhalten, indem wir die V-Werte der ersten, bereits extrahierten ¢ Diskriminanz- 

funktionen vom V-Wert fiir das multivariate Wilks A abzichen: 

=[N -1-(p*+k)/2]- Yn(1 +A,). 6? 
s=t+1 

Die Freiheitsgrade fiir die Signifikanzpriifung anhand der x°-Verteilung lauten in 

diesem Fall (p*-1)(k-t-1) (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971), wobei fiir p* die Anzahl der 

Merkmalsvariablen p einzusetzen ist. Sobald der V-Wert fiir das residuelle Wilks A 

den der festgelegten Irrtumswahrscheinlichkeit zugeordneten x°-Wert unterschreitet, 

ist die Nullhypothese beizubehalten und folglich der Schluss zu ziehen, dass nur die 

ersten ¢ Diskriminanzfunktionen signifikant zur Gruppentrennung beitragen. 

Wie bei allen inferenzstatistischen Verfahren erweisen sich bei Anwendung der V- 

Statistik auch kleine Unterschiede zwischen Gruppen (bzw. Diskriminanzfunktionen 

mit kleinem Eigenwertanteil) als signifikant, wenn nur ein hinreichend groBer Stich- 

probenumfang N untersucht wird. Daher ist es fiir die Beurteilung von Diskriminanz- 

funktionen sinnvoll, neben der Anwendung von Signifikanztests eine genaue Inspek- 

tion der deskriptiven Mafe fiir die Diskriminationsfahigkeit der einzelnen Diskrimi- 

nanzfunktionen (Eigenwertanteile und kanonische Korrelationskoeffizienten) vorzu- 

nehmen. Auch in empirischen Anwendungen mit hohen Gruppen- und Variablen- 

zahlen erweisen sich unabhangig von den Ergebnissen der inferenzstatistischen Prii- 

fung meist nur die ersten beiden Diskriminanzfunktionen als praktisch relevant, inso-
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fern diese bereits einen grofen Teil der insgesamt erreichten Varianzaufklarung — 

abzulesen an ihrem Eigenwertanteil — zu leisten vermdgen (vgl. Cooley & Lohnes, 

1971 )."4 

2.2.4 Beurteilung der Merkmaisvariablen 

Neben einer Beurteilung der diskriminatorischen Bedeutsamkeit der Diskriminanz- 

funktionen kénnen wir daran interessiert sein, den simultanen Beitrag der p Merk- 

malsvariablen zur Diskrimination der Gruppen im multivariaten Kontext zu ermit- 

teln. Daraus ergeben sich zwei miteinander verwandte Fragestellungen: Zum einen 

kann ein theoretisches Anliegen darin bestehen, multivariate Gesamtunterschiede 

zwischen den Gruppen einer detaillierten Analyse zu unterziehen und gegebenenfalls 

die Diskriminanzfunktionen inhaltlich zu interpretieren (Abschnitte 2.2.4.1 und 

2.2.4.2). Zum anderen kann es vor einer praktischen Anwendung der ermittelten Dis- 

kriminanzfunktionen zu Zwecken der Klassifikation "neuer" Objekte (vgl. Abschnitt 

3.2) sinnvoll sein, jene Merkmalsvariablen zu identifizieren, die nur eine geringe 

Trennfahigkeit aufweisen, um sie aus der Diskriminanzfunktion zu eliminieren (Ab- 

schnitt 2.2.4.3). 

9.2.4.1 Standardisierte Diskriminanzkoeffizienten 

Die normierten Diskriminanzkoeffizienten bj in den normierten Diskriminanzfunk- 

tionen 

¥, =Dgky + OyX, $F DGk, + + OX, (30) 

geben zwar den absoluten Beitrag der Merkmalsvariablen zur Variabilitét der Dis- 

kriminanzwerte der s-ten Diskriminanzfunktion an, sind aber untereinander nicht 

vergleichbar, da ihre GréBe, sofern nicht schon vor Durchfiihrung der Diskriminanz- 

  

'4 Bei kleinen Stichproben ist die y°’-Approximation der V-Werte ungenau, insbesondere 

wenn p eine ungerade und k eine gerade Zahl ist; fir diesen Fall hat Schatzoff (1966, 2i- 

tiert nach Tatsuoka, 1971) Korrekturfaktoren ermittelt. Alternativ ldsst sich Wilks A auch 

in cine approximativ F-verteilte PriifgréBe transformieren (Raos R-Statistik; s. z.B. 

Moosbrugger, 1997), deren Genauigkeit nicht von der Stichprobengré8e abhangt (vgl. 

7.B. Rao, 1973; Tatsuoka, 1971). 
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analyse eine Variablenstandardisierung vorgenommen wurde, von der Skalierung der 

Merkmalsvariablen abhingt. Deshalb formen wir die unstandardisierten, normierten 

Koeffizienten bg, ..., by, ..., bsp in standardisierte Koeffizienten b*,, ..., D¥ iy O¥ sp 

wm, indem wir sie mit der gepoolten Innergruppen-Standardabweichung sia; der zu- 

gehérigen Merkmalsvariablen multiplizieren: 

DS = Seydy- (38) 

Fassen wit die Diagonalenelemente der Matrix (Nk)! W, niimlich die Innergruppen- 

Varianzen der cinzelnen Merkmalsvariablen, in der (pxp)-Diagonalmatrix D zusar- 

men, lasst sich der Vektor b*, der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten b* 

auch ermitteln als 

b*,=D“%b.. (39) 

Je gréRer ein standardisierter Diskriminanzkoeffizient b*, ist, desto groBer ist der 

Beitrag der Merkmalsvariablen j zur s-ten Diskriminanzfunktion. Folglich kann der 

relative Beitrag einer Merkmalsvariablen zur Diskrimination einer Diskriminanz- 

funktion tiber das Verhdltnis des Betrags des betreffenden standardisierten Diskrimi- 

nanzkoeffizienten zur Summe der Betrige aller Diskriminanzkoeffizienten bestimmt 

werden: 

es s (40) p 

L*.| 
jel 

  

SchlieBlich erlauben die standardisierten Diskriminanzkoeffizienten auch die Er- 

mittlung eines MaBes fiir den Beitrag jeder einzelnen Merkmalsvariablen zur insge- 

samt erreichten Gruppentrennung. Der tiber die r Diskriminanzfunktionen gemittelte 

Diskriminanzkoeffizient b*, errechnet sich ais die Summe der mit den Eigen- 

wertanteilen gewichteten Betrage der Diskriminanzkoeffizienten in allen Diskrimi- 

nanzfunktionen: 

_ A, 

+= > 6%, as (41) 

  

ya 
s=l 
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Die standardisierten Diskriminanzkoeffizienten erkldren multivariate Gesamtunter- 

schiede, insofern sie die Bedeutung einer Merkmalsvariablen fiir die Gruppentren- 

nung im Rahmen des vollstaéndigen Modells aller in die Analyse miteinbezogenen 

Merkmalsvariablen wiedergeben. Will man mit Hilfe der standardisierten Diskrimi- 

nanzkoeffizienten Diskriminanzwerte ermitteln, sind anhand der gepoolten Inner- 

gruppen-Standardabweichung sj standardisierte Merkmalswerte zu verwenden. 

Liegt fiir ein Untersuchungsobjekt etwa auf der Merkmalsvariablen j ein um eine 

Standardabweichung héherer Wert als bei einem anderen Untersuchungsobjekt vor, 

wiahrend alle anderen Merkmalswerte gleich sind, so ergibt sich ftir dieses Untersu- 

chungsobjekt auf der s-ten Diskriminanzfunktion ein um den b,-ten Teil einer Stan- 

dardabweichung héherer Diskriminanzwert. 

2.2.4.2 Strukturkoeffizienten 

In dem Make, in dem die Merkmalsvariablen untereinander korreliert sind, ist damit 

zu rechnen, dass sich die diskriminatorische Information der Merkmalsvariablen — im 

Unterschied zu den Diskriminanzfunktionen — tiberschneidet. Daher sind die standar- 

disierten Diskriminanzkoeffizienten zu einer vor allem im Mehr-Gruppen-Mehr- 

Variablen-Fall inieressanten inhaltlichen Interpretation der Diskriminanzfunktionen 

nur bedingt tauglich. Ein dafiir geeigneteres, den Faktorladungen der Hauptkompo- 

nentenanalyse analoges Ma gewinnen wir, indem wir die Korrelationen zwischen 

den Diskriminanzwerten und den Merkmalswerten tiber alle N Untersuchungsobjekte 

berechnen. Die Korrelationskoeffizienten der Korrelationen zwischen Merkmals- und 

Diskriminanzwerten werden Strukturkoeffizienten genannt, da sie sich geometrisch 

als Cosinus der Winkel zwischen Diskriminanz- und Merkmalsvektoren im Perso- 

nenraum ergeben und somit die vektorielle Struktur des Personenraums widerspie- 

geln. Der Strukturkoeffizientenvektor ¢, beztiglich der s-ten Diskriminanzfunktion 

lasst sich mit Hilfe der Interkorrelationsmatrix R der p Merkmalsvariablen berech- 

nen. Wir ermitteln zundchst Matrix R als 

R=S'cCS8". (42) 

Hierin ist die Matrix C die Gesamt-Varianz-Kovarianzmatrix, die sich als N7'T er- 

gibt, wihrend § eine Diagonalmatrix ist, auf deren Hauptdiagonalen die Standardab- 

weichungen der p Merkmalsvariablen eingetragen sind. Nun erhalten wir den Vektor 

t, als   

h
e
e
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t.= RSv,.——. 
(43) 

Scoys 

Mit Sepys als Gesamt-Standardabweichung der Diskriminanzwerte der s-ten Diskrimi- 

nanzfunktion, welche sich nach der Beziehung 

Ses = Jv’, CY, 
(44) 

berechnen lasst. 

Resultieren fiir die einzeinen Diskriminanzfunktionen inhaltlich plausible Muster 

yon Strukturkoeffizienten, kénnen diese wie bei der Hauptkomponentenanalyse zur 

Interpretation der Diskriminanzfunktionen herangezogen werden. Um die Interpre- 

tierbarkeit zu verbessern, ist auch eine Rotation der Matrix der Strukturkoeffizienten 

bzw. der Diskriminanzachsen z.B. nach dem Narimax-Kriterium méglich, wodurch 

die Diskriminationsfahigkeit des Modells nicht beeintrachtigt wird (vgl. Dillon & 

Goldstein, 1984). 

2.2.4.3 Selektion von Merkmalsvariablen 

In der Literatur zur Diskriminanzanalyse wird teilweise vorgeschlagen, die Struktur- 

koeffizienten auch zur Identifikation derjenigen Merkmaisvariablen zu verwenden, 

welche in einem optimal diskriminierenden Modell beibehalten werden sollen. Seli- 

giert werden demnach z.B. im Zwei-Gruppen-Fall diejenigen Variablen, welche die 

héchsten Strukturkoeffizienten beztiglich der Diskriminanzfunktion aufweisen (vgl. 

zB. Hartung & Elpelt, 1984). Dass dieses Vorgehen zumindest im Mehr-Gruppen- 

Fall nicht unproblematisch ist, wird daran augenfillig, dass die Struktur des Diskri- 

minanzraumes durch die nachtrigliche Eliminierung der nicht selektierten Variablen 

unter Umstinden erhebliche Unterschiede aufweist gegentiber der Struktur vor der 

Eliminierung, welche zur Variablenauswahl herangezogen worden war. Zudem han- 

delt es sich bei dieser Verwendung von Strukturkoeffizienten um ein ~ dem univa- 

riaten F-Test dquivalentes — univariates Vorgehen, mit dem der diskriminatorische 

Beitrag einer Variablen im Kontext der anderen Variablen nicht ermittelt werden 

kann (vgl. Rencher, 1988). Verwendet man hingegen ein multivariates Kritertum in 

Verbindung mit einer geeigneten Selektionsprozedur, so ist eine Variablenauswahl 

zumindest bei umfangreichen Datensdtzen aus mehreren Griinden anzuraten. 
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— Sollen praktische Anwendungen folgen, bei denen die Gruppenzugehorigkeiten zu 

prognostizieren sind, kann der Aufwand flr die Erhebung und Auswertung der 

notwendigen Informationen erheblich reduziert werden, wenn Variablen von ge- 

ringer diskriminatorischer Bedeutung nicht berticksichtigt werden miissen. 

— Die Diskriminanzanalyse zeitigt bei hohen Variablenzahlen instabile Ergebnisse, 

insofern die Fehlerrate bei der Klassifikation "neuer" Objekte bei gleichbleibender 

GréBe der untersuchten Teilstichproben und gleichbleibender Gruppentrennung 

mit steigender Variablenzahl zunimmt (vel. z.B. Lauter, 1992). 

— Eine ungiinstige Relation von Variablen- und Probandenzahlen kann bereits die 

Qualitat der Lisung von Diskriminanzproblemen beeintrachtigen. Im nachteiligs- 

ten Fall wird die fiir die Schatzung von Diskriminanzfunktionen zentrale Matrix 

W singular und ist folglich nicht invertierbar. 

~ Liegen interkorrelierte Variablen vor (was auBer bei Verwendung von orthogona- 

len Faktorwerten die Regel sein diirfte), bieten diese bei gemeinsamer Aufnahme 

in das Modell nur geringe inkrementelle Beitrage, auch wenn sie an sich fiir die 

Diskrimination geeignet waren. Trifft man eine methodisch begriindete Auswahl 

unter derartigen Variablen, kann die Effizienz der Schatzung von Diskriminanz- 

funktionen erhéht werden. ; 

Aus der Aquivalenz von Diskriminanzanalyse und kanonischer Korrelationsanalyse 

ist bereits erkennbar, dass die Priifung des diskriminatorischen Beitrags cinzelner 

Merkmalsvariablen dem Vorgehen bei der schrittweisen Regressionsanalyse nahe 

verwandt ist. Alle dort tiblichen Kriterien (z.B. R® oder der inkrementelle F-Wert) 

sind ebenso fiir den Zwei-Gruppen-Fall der Diskriminanzanalyse geeignet. Fiir den 

Fall der Diskriminanzanalyse mit mehr als zwei Gruppen kénnen verschiedene Priif- 

gréBen berechnet werden, neben dem inkrementellen Wilks A etwa Hotellings Spur- 

Statistik oder auch der inkrementelle #-Wert (vgl. Krzanowski & Marriott, 1995; 

Fujikoshi, 1989; Rencher, 1993). 

2.2.4.3.1 Priifung des inkrementellen Beitrags einzelner Merkmalsvariablen 

Die Logik der Priifung des inkrementellen Beitrags einzelner Variablen zur Diskri- 

mination soll exemplarisch anhand des inkrementellen Wilks A ftir folgende Pro- 

blemsituation vorgestellt werden: Das urspriingliche Modell umfasst die Variablen 

Xj, ..., Xp, die in den k verschiedenen Gruppen durch ihre (px1)-Mittelwertevektoren 
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yy eee Ky yey Xk (mit %, = (Kyser hyp) ) reprasentiert sind; gepriift werden soll der 

inkrementelle Beitrag einer (p+1)-ten Variablen Z,° wodurch die ((p+1)«1)- 

Mittelwertevektoren HP KE (mit x, = (Kyi oeves gp» Z_) ) als Zusatz- 

liches Element den jeweiligen Gruppenmittelwert der Variablen Z enthalten. Die 

Nullhypothese Ho lautet, dass sich die hinter den X, liegenden Populationsmittel- 

aa wy” unter Beriicksichtigung der Variablen X, , ..., Xp und Z werte py ss ey 

von den urspriinglichen Populationsmittelwerten Hy sess By welche die Varia- 

ble Z nicht beriicksichtigen, nicht unterscheiden.'° Berechnet man gemad8 Gleichung 

34 sowohl fiir das urspriingliche als auch fiir das um Z erweiterte Modell je einen 

Wert flir das multivariate Wilks A, so erhalt man das inkrementelle Wilks Az|x als 

den Quotienten aus Ay z (flir das erweiterte Modell) und A, (fiir das urspriingliche 

Modell) (vgi. Rencher, 1993): 

aa, (45) 

Nach Gleichung 35 kann Az|x in einen approximativ y’-verteilten V-Wert umge- 

formt werden, wobei ftir p* die Anzahl jener Variablen einzusetzen ist, deren Inkre- 

ment geprtift werden soll. Bezeichnen wir die Anzahl der Variablen im urspriingli- 

chen Modell mit p' und die Anzahl der Variablen im erweiterten Modell mit p, ist 

folglich flir p* die Differenz p—p' einzusetzen, im Falle einer cinzigen hinzugefiigten 

Variablen also eins. Der inkrementelle Beitrag der Variablen ldsst sich unter den 

Voraussetzungen der multivariaten Normalverteilung und der Gleichheit der Varianz- 

Kovarianzmatrizen in den Gruppen wiederum anhand der y*-Verteilung mit p*(k-1) 

Freiheitsgraden auf Signifikanz priifen. 

2.2.4.3.2 Schrittweise Diskriminanzanalyse 

Vor der Durchftihrung einer schrittweisen Diskriminanzanalyse ist neben der Festle- 

gung eines Priifkriteriums die Spezifikation eines Algorithmus nétig, der eine Selek- 

tionsstrategie und eine Terminationsregel beinhaltet, welche die Bedingungen fiir die 

Beendigung des Auswahlprozesses angibt. Wegen ihres vergleichsweise geringen 

  

'S Nach demselben Verfahren kann auch der inkrementelle Beitrag mehrerer, gleichzeitig 

hinzugefligter Variablen gepriift werden. 

'S Fur Logik der Uberpriifung von Inkrementen vel. auch Moosbrugger (1994), S. SOff.
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Rechenaufwandes sind nach wie vor einfache Algorithmen wie die aufsteigende und 

die absteigende Variablenauswahl (forward bzw. backward selection) verbreitet. Bei 

der aufsteigenden Strategie wird mit einer leeren Variablenmenge begonnen und zu- 

nichst diejenige Variable in das Modell aufgenommen, welche die héchste Trenn- 

kraft (d.h. die deutlichsten univariaten Unterschiede) aufweist, um dann in jedem 

weiteren Schritt diejenigen Variablen aufzunehrnen, die das gewahlte Priifkriterium 

optimieren und einen festgelegten Zuwachs des Priifkriteriums erreichen, oder Varia- 

blen wieder zu eliminieren, bei denen ein festgelegter Zuwachs des Priifkriteriums 

nicht erreicht wird. Die absteigende Strategie nimmt ihren Ausgang hingegen von 

einem vollsténdigen Modell mit allen zu beriicksichtigenden Variablen, wobei 

schrittweise Variablen eliminiert werden. Der Auswahlprozess endet normalerweise, 

wenn die fiir Variablenaufnahme oder -elimination bestimmten Werte des Priifkrite- 

riums iiber- bzw. unterschritten werden. Daran wird deutlich, dass das Ergebnis einer 

schrittweisen Diskriminanzanalyse immer von der Reihenfolge der Selektionsschritte 

abhingt. Ein optimales Endresultat ist daher im Grunde nur dann garantiert, wenn die 

Diskriminationsfahigkeit aller méglichen Untermengen der zur Verfligung stehenden 

Variablenmenge gepriift wird. Werden bei der schrittweisen Diskriminanzanalyse als 

Priifkriterien Signifikanzgrenzen festgelegt, bei deren Uber- oder Unterschreiten die 

Variablen in das Modell aufgenommen werden, so ist zu beachten, dass die ermittel- 

baren Irrtumswahrscheinlichkeiten aufgrund der Vielzah] der bezogen auf eine Zu- 

sammenstellung von Variablen durchgeftihrten Signifikanztests nicht die "“wahren" 

a-Wahrscheinlichkeiten widerspiegeln. Empirisch fundierte Hinweise ftir die Ge- 

staltung schrittweiser Prozeduren im Hinblick auf eine mdglichst prazise Klassifika- 

tion von Objekten geben z.B. Nakache und Dussere (1975) oder Moran (1975). 

2.3 Rechenbeispiel: Diskrimination zwischen "Okkultistisch Aktiven” und 

“Okkultistisch nicht Aktiven" 

Fiir ein illustrierendes Rechenbeispiel sollen Daten einer Fragebogenstudie aus der 

Okkultismusforschung (Brednich, 1993; vgl. auch Mischo, 1996) herangezogen wer- 

den. An einer Stichprobe von 401 Erwachsenen wurden insgesamt 15 intervaliska- 

lierte Merkmalsvariablen erhoben, die in vier inhaltliche Bereiche gliederbar sind:     
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i.Der Bereich Magisch-irrationales Denken urofasst die Merkmale "Psi", "Hexen", 

“Astrologie", "Okkultes Wissen" und "Okkultes Tun" (flr eine Beschreibung der 

Skalen s. Mischo, 1991). 

2. Religiositdt wurde anhand einer Skala "Religiositit" (s. Mischo, 1991) erhoben. 

3. Die Skalen "Schizotypie" (Schizotypal Personality Scale, Claridge & Broks, 1984), 

"Magische Yorstellungen” (Magical Ideation Scale, Eckbald & Chapman, 1983) 

und "Wahrnehmungsabweichung” (Perceptual Abberation Scale, Chapman, 

Chapman & Raulin, 1978) beziehen sich auf definierende Symptome der Schizoty- 

pischen Persdonlichkeitsstérung. 

4. Zusatzlich liegen Werte auf den Skalen "Depression", "Neurotizismus”, "Extraver- 

sion" und "Kérperliche Beschwerden" des Freiburger Persénlichkeits-Inventars 

(FPI-R, Fahrenberg, Selg & Hampel, 1984) vor, die der Schizotypischen Persén- 

lichkeitsstérung Zugehdrige Symptome und Merkmale erfassen. 

Mit einer diskriminanzanalytischen Auswertung dieses Datensatzes sollen Auf- 

schliisse dariiber gewonnen werden, ob und in welchen Hmsichten sich die mit ok- 

kulten Praktiken vertrauten Personen von soichen Personen unterscheiden, die tiber 

keine oder nur sehr geringe Erfahrungen mit okkulten Handlungen verfiigen. Eine 

prizisere Formulierung der Fragestellung lautet, dass untersucht werden soll, wie gut 

die den einzelnen Merkmalsbereichen zngeordneten Variablen im Gesamtkontext der 

Merkmale, mit denen die Aspekte von Magisch-irrationalem Denken, Religiositat, 

Schizotypie und zugehdrigen Pers6nlichkeitsmerkmalen erfasst werden, zwischen 

den Gruppen der "Okkultistisch Aktiven” und der "Okkultistisch nicht Aktiven" zu 

trennen vermégen. Gegentiber getrennten univariaten Analysen bietet der multiva- 

riate Zugang der Diskriminanzanalyse dabei einen wesentlichen Informationsgewinn, 

da — unbeschadet der Ergebnisse univariater Analysen — beispielsweise folgende in- 

haltliche Probleme bearbeitet werden kénnen: 

~ Diskriminieren die klinischen Merkmale, die sich auf die definierenden Sympto- 

me der Schizotypischen Persénlichkeitsstérung beziehen, auch dann zwischen den 

beiden Gruppen, wenn gleichzeitig Merkmalswerte fiir Magisch-irrationales Den- 

ken in die Analyse einbezogen werden, oder dupliziert sich die diskriminatorische 

Information? 

— Kommt denjenigen mit dem FPI erhobenen Merkmalen, welche sich auf kontin- 

gente, Zugehdrige Symptome der Schizotypischen Persénlichkeitsst6rung bezie- 

hen, eine von den definierenden Symptomen der Schizotypischen Pers6nlichkeits- 

stérung unabhingige diskriminatorische Bedeutung zu?



122 Moosbrugger und Richter 

— Stellt Religiositét ein gegentiber den Aspekten des Magisch-irrationalen Denkens 

eigenstindiges Merkmal dar, hinsichtlich dessen sich "Okkultistisch Aktive" von 

"Okkultistisch nicht Aktiven" unterscheiden? 

Dariiber hinaus kann die Identifikation derjenigen Variablen, die gemeinsam dic 

bestmdgliche Gruppentrennung erzielen, auch fiir praktische Anwendungen von Nut- 

zen sein. Diese Variablen kénnen ndmlich zur Beurteilung der okkultistischen Akti- 

vitit von solchen Personen herangezogen werden, bei denen das Ausmaf okkulten 

Tuns nicht direkt erhoben werden kann. 

Zunachst sind die zu diskriminierenden Teilstichproben der “Okkultistisch Akti- 

ven" und der "Okkultistisch nicht Aktiven" zu definieren. Dazu werden die Extrem- 

gruppen der intervallskalierten Variablen "Okkultes Tun" gebildet’’. Dies bereitet bei 

dem gewiahlten Datensatz von Brednich (1993) keine Schwierigkeiten, da die Varia- 

ble "Okkultes Tun" — wie alle anderen Variablen — bereits in Stanine-normierter 

Form vorliegt. Bestimmen wir als "Okkultistisch nicht Aktive" (G) die Probanden 

mit den Standardwerten 1 und 2 und als "Okkultistisch Aktive" (G2) die Probanden 

mit den Standardwerten 8 und 9, ergeben sich zwei ungefahr gleich groBe Stichpro- 

ben (1, = 44 und n,=45), die jeweils etwa 11% der Gesamtstichprobe der Untersu- 

chung enthalten. 

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll eine Vorauswah! der fiir die Diskriminati- 

on zu beriicksichtigenden Merkmalsvariablen getroffen werden.'® Da sich die Varia- 

blen bestimmten inhaltlichen Bereichen zuordnen lassen, ist vorab zu vermuten, dass 

entsprechende Interkorrelationsmuster bestehen. Aus diesem Grund kénnte die Si- 

tuation eintreten, dass sich ftir Variablen aus ein- und demselben inhaltlichen Bereich 

nur geringe Diskriminationskoeffizienten ergeben, weil sich die diskriminatorischen 

  

7 Unter versuchsplanerischen Gesichtspunkten liegt also ein korrelatives Design vor, da die 

Gruppenzuordnung post hoc aufgrund von erst in der Untersuchungssituation erhobenen 

Daten erfolgt. Damit unterscheidet sich das Rechenbeispiel vom eingangs skizzierten, ty- 

pischen Anwendungsfall der Diskriminanzanalyse, in dem Zufallsstichproben aus wohl- 

definierten Populationen gezogen werden. 

'8 Die Vorauswahl geschieht in erster Linie aus darstellungstechnischen Griinden. Bei Ver- 

fiigbarkeit eines entsprechenden Rechenprogramms ldsst sich eine Variablenselektion 

auch allein mit diskriminanzanalytischen Mitteln, etwa einer schrittweisen Diskriminanz- 

analyse, vornehmen (vgl. Abschnitt 2.2.4.3). Das der schrittweisen Diskriminanzanalyse 

zugrundeliegende Prinzip, die Bestimmung und inferenzstatistische Priifung des Inkre- 

ments einzelner Merkmalsvariablen, wird im Rahmen des Rechenbeispiels illustriert. 
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Beitrage iiberschneiden, obwohl! die Merkmale an sich zur Diskrimination zwischen 

den beiden Gruppen geeignet sind. Die Vermutung, dass Variablen aus denselben 

Bereichen hoch korreliert sind, lasst sich empirisch anhand der Ergebnisse einer 

Hauptkomponentenanalyse (unter Einbezichung der Gesamtstichprobe von N=401) 

im Wesentlichen erharten: Die nach dem Varimax-Kriterium rotierte Faktorlésung 

enthilt drei Faktoren (Abbruchkriterium: Kaiser-Kriterium), wobei die den Bereichen 

Magisch-irrationales Denken (mit Ausnahme der Variablen "Okkultes Wissen") und 

Religiositat zugeordneten Variablen sowie die Variable "Magische Vorstellungen” 

die héchsten Ladungen auf dem ersten Faktor aufweisen (alle genannten Faktorla- 

dungen > .55; Varianzaufklarung 38.0%). Der zweite Faktor fasst hingegen die bei- 

den iibrigen Variablen aus dem Bereich Schizotypische Persénlichkeitsstorung und 

die Variablen aus dem Bereich der Zugehdrigen Symptome (mit Ausnahme der Va- 

riablen “Extraversion") zusammen (alle genannten Faktorladungen >.55; Varianz- 

aufklarung 15.9%). Auf dem dritten Faktor haben lediglich die Variablen "Extraver- 

sion" und Okkultes Wissen” ihre héchsten Ladungen (beide Faktorladungen > .6; 

Varianzaufklarung 9.0%). Unter Beriicksichtigung der Faktorladungen, des Varianz- 

anteils der einzelnen Faktoren und unserer Fragestellung, gem der alle inhaltlichen 

Bereiche zu beriicksichtigen sind, scheint fiir das Rechenbeispiel die folgende Varia- 

blenauswahl gerechifertigt: 

1. "Hexen" (X1) 

2. "Okkultes Wissen” (X2) 

3. "Religiositat” (Xs) 

4. "Magische Vorstellungen” (X4) 

5. "Extraversion” (Xs) 

6 . "Kérperliche Beschwerden" (Xs) 

Die njt+n2=89 Messwerte sind in der (89x6)-Datenmatrix X (s. Tabelle 1) zusarm- 

mengefasst. Neben der Partitionierung der Datenmatrix X in die gruppenspezifischen 

Submatrizen X, und X2 lassen sich der Tabelle 1 auch zeilenweise die (1x6)- 

Vektoren x; der einzelnen Probanden sowie spaltenweise die gruppenspezifischen 

(89x1)-Vektoren xg der einzelnen Merkmalsvariablen entnehmen. 
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Tabelle 1. Submatrix X, der Datenmatrix X 

  

  

  

Gruppe Pb. Merkmalswerte 
g i Xi Xa ig Xia ig Xig 
1 i 6 i 8 4 4 5 xy 

2 4 1 3 3 4 4 x2 
3 i 5 2 2 5 6 X'3 
4 2 1 4 2 6 3 X'4 
5 1 4 2 3 5 7 X's 
6 2 6 i 3 7 2 X'6 
7 2 7 2 2 6 8 X7 
8 1 3 6 3 5 2 X's 
9 1 4 6 3 7 4 X'9 
10 4 5 3 3 i 7 X'1o 

11 7 7 2 6 5 7 Xi 
12 1 4 3 2 3 5 X12 
13 1 1 4 2 7 6 x3 
14 1 6 4 1 7 I X44 
15 2 1 3 3 7 6 Kits 
16 5 4 9 6 6 6 X'16 

17 3 7 5 3 2 5 Ky 
18 5 4 9 3 4 4 K'ig 
19 3 7 1 4 3 3 x19 
20 3 3 3 1 3 3 x'20 
21 3 3 5 6 4 9 K'o} 

22 5 2 4 4 4 7 X22 
23 4 5 6 4 3 6 X'23 

24 1 2 1 4 5 5 Koa 

25 1 6 2 2 4 3 X'95 
26 4 2 4 4 4 8 X'06 
27 2 5 5 2 6 3 X'97 

28 2 2 2 2 4 9 X'og 
29 5 2 6 5 6 4 X'29 
30 3 2 4 4 4 5 X'30 
31 2 4 5 3 4 1 x3] 
32 3 2 4 3 9 3 K'32 

33 3 3 3 3 5 2 X'33 
34 6 4 6 7 3 7 X'34 
35 8 6 9 5 2 4 X'35 

36 3 4 3 5 8 7 X'36 

37 1 2 3 2 6 5 X'37 
38 1 2 4 2 7 7 X'3g 

39 5 4 5 3 5 5 X'39 
40 3 6 6 3 7 3 X' 49 

41 3 3 3 3 5 5 Xa 

42 2 4 2 3 2 6 x42 

43 i 3 5 2 6 a) X'43 
44 3 3 3 4 9 9 X44 

Xi] X12 413 Xia X15 X16 
  

Submatrix X, 
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Tabelle 1. (Fortsetzung): Submatrix X, der Datenmatrix X 
  

  

    

Gruppe Pb. Merkmalswerte 
g i Xu X2 Xa Xia Xjs ig 
2 45 7 4 7 6 6 7 X45 

46 8 5 7 8 4 9 K'46 

47 2 3 ] 3 5 3 K'47 

48 5 7 7 8 4 5 X'ag 

49 8 5 7 5 6 4 K'49 

50 5 9 5 5 9 2 X'59 

51 6 6 3 5 6 4 X's) 
§2 4 7 4 3 3 3 X'52 

53 7 6 7 7 8 5 X's3 
54 6 9 5 6 7 8 K'54 

55 7 6 3 fs) 7 8 X's5 

56 4 8 1 i) 7 5 X's 

57 7 4 7 6 5 6 K'57 

58 9 7 9 7 4 8 X'sg 
59 5 6 6 4 6 5 X's9 
60 6 7 § . 3 5 6 x's0 

61 8 6 8 6 3 6 ¥'51 

62 8 7 8 8 5 9 x'62 

63 7 5 1 5 8 5 K'63 
64 4 6 4 5 6 5 K'64 

65 6 3 5 7 6 4 x'65 

66 8 5 6 9 9 5 X'66 
67 4 8 6 7 8 4 X'67 

68 5 3 6 5 6 5 X'68 

69 4 9 2 2 8 1 X'59 
70 6 5 6 9 4 4 X40 

71 4 7 4 5 i 3 x71 

72 5 8g 5 6 5 7 K'79 

73 7 6 5 8 § 4 x'73 

74 9 8 7 5 4 4 X74 

75 5 8 4 5 7 3 X'75 
716 6 2 5 6 2 6 X76 

77 6 7 5 & 7 4 X'17 

78 7 5 6 6 5 7 X73 

719 5 5 6 4 2 7 X99 

80 8 6 5 8 3 7 X's0 

81 8 6 6 8 6 5 X's] 
82 8 4 4 7 6 3 X'g2 

83 6 6 7 7 5 8 X's3 

84 6 5 6 g 5 4 X'ga 

85 9 5 9 8 6 5 X'g5 
86 7 7 5 9 6 5 X'36 

87 6 6 6 7 7 3 X'e7 

88 6 5 2 5 5 4 X'gg 
89 6 5 2 6 8 5 X'g9 

X21 K22 

Submairix KX, 

bal
 

n>
 Ed
 

‘J Les
 Be
 

ho
 wy > ho
 

los
 

  

  

Anmerkungen. Die Submatrizen X, und X, enthalten spaltenweise die gruppenspezifischen 

Merkmalsvektoren x, bzw. x2, der p= 6 Merkmalsvariablen und zeilenweise die Merkmals- 

vektoren x’; der N=89 Untersuchungsobjekte. Beide Submatrizen gemeinsam bilden die 

Datenmatrix X. 
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Die Submatrizen X&, und X, bilden gemeinsam die Datenmatrix X nach der folgenden 

Anordnung: 

Zur Berechnung der Elemente der Matrizen B und W bendtigen wir zunadchst die in 

den Vektoren Xiund X2enthaltenen gruppenspezifischen Mittelwerte der p=6 

    

Merkmalsvariablen:!® 7° 

—. Wk, wk, po .~ .~ 2. 2 ke 
RY,= = =[%,, Kg 3 My M5 Xi] 

A, 44 

=[2.93 3.86 4.09 3.27 4.98 5.05], 

    

n, 45 
~[6.22 5.93 5.22 6.16 5.56 5.1]]. 

Weiterhin berechnen wir die im Vektor ¥ enthaltenen Gesamtmittelwerte als 

89 
=(460 4.82 466 4.73 5.27 5.08]. 

= uX oX E = = = 
= XX. Xy  Xy Xs X, | 

N 

Unter Verwendung der Gleichungen 15 und 16 ergibt sich nun die Matrix W der In- 

nergruppen-Quadratsummen und -Kreuzprodukte als 

  

19 Zagunsten eines tibersichtlichen Druckbildes wurden bei der Darstellung der Rechenbei- 

spiele (Abschnitt 2.3 und Abschnitt 3.4) Zahlenrundungen vorgenommen. Da die Berech- 

nungen aber unter hGherer Genauigkeit erfolgt sind, kénnen beim Nachrechnen “per 

Hand" unter Verwendung der angegebenen Zahlenwerte marginale Abweichungen gegen- 

tiber den berichteten Ergebnissen auftreten. 

?0 Der Vektor w' ist in den folgenden drei Gleichungen jeweils der transponierte Hinheits- 

vektor der Lange n, bzw. der Linge N. 
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W=W,+W, 
[13880 15.05 81.27 7182 -48.07 26.14] 

15.05 143.55 -10.73 582 -3232 -25.36 
81.27 -10.73 185.64 39.91 ~12.91 —25.18 
71.82 582 39.91 7873 -14.73 43.46 

~48.07 32.32 ~-12.91 -14.73 14898 -9.96 
| 26.14 -25.36 -25.18 4346 -9.96 191.91 
[111.78 ~-1633 80.78 6544 -456 54.89] 

-16.33 120.80 -5.33 ~-13.53 3067 -13.67 

80.78 -5.33 177.78 75.44 -41.56 67.89 

65.44 -1353 75.44 12391 3.11 41.22 

-4.56 30.67 -41.56 3.11 149.11 ~38.78 

| 54.89 ~13.67 67.89 41.22 -38.78 150.44 

[250.57 -1.29 162.05 137.26 -52.62 81.03] 

—1.29 264.35 -16.06 -7.72 -1.65 -39.03 

162.05 -16.06 363.41 115.35 -5447 42.71 

137.26 -7.72 115.35 202.64 -11.62 84.68]. 

~52.62 -165 -—5447 ~-11.62 298.09 -48.73 

81.03 ~39.03 42.71 84.68 -48.73 34235] 

    

  

    
Die Matrix B der Zwischengruppenstreuungen erhalten wir nach Gleichung 17 als 

[240.87 164.82 82.82 211.04 42.33 4.81] 

164.82 112.78 56.66 1444 28.97 3.28 

82.82 56.66 28.48 72.56 14.56 1.65 

211.04 144.4 72.56 184.89 37.09 4.21] 

42.33 28.97 14.56 37.09 7.44 0.84 

4.81 3.28 1.65 4.21 0.84 O01 |     
Flir die Inverse W7! ermitteln wir
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17610 -27810* 2091077 -3801073 7471074 —s611074 
278107 38710 25510 -91310°° 989107 4921074 

_|-2001073 2551074 -913107° -o771074 3821074 3174074 
38010 -91310°° -977104 9521073 -7121074 119.1073 | 
7104 93910 3821077 -712104 3611073 476104 

[-serio* 492104 3i710 4 -1191077 = 4761074 3.431073     
Nun kénnen wir das Matrixprodukt W7'B berechnen: 

| 0.877 0.600 0.302 0.769 0,154 0.018] 

0.597 0408 0.205 0.523 0.105 0.012 

w= -—.316 -.216 -.109 -.277 -.056 -—.006 . 

0.764 0.523 0.263 0.670 0.134 -—.015 

0.233 0.159 0.080 0.204 0.041 0.005 

|--242 —.166 ~.083 -.212 ~.043 ~.005)|     
mit der charakteristischen Gleichung 

0877-2 0600 0302 0769 0154 0018 
0597 0408-2 0.205 0523 0105 0012 
316 -216 -10%A -277 056 006 

\w'B—a = =0. 
0.764 0523 0263 0670-2 0134 -.015 
0233 0159 0.080 0204 0041-A 0.005 
—.242 ~.166 ~083 © —212 -043 -.005-21]     

Durch Entwickeln der Determinante erhalten wir folgendes Polynom 6. Ordnung: 

A® ~1.88345 -1.996-107 At ~5.842-107 # +6.942-10° 2 —2.982.10° 1 +4.039-10 =0. 

Da die Anzahl der extrahierbaren Diskriminanzfunktionen r= min (p, &-1) betragen 

muss (vgl. Abschnitt 2.2.1), ist bei k=2 Gruppen nur ein von null verschiedener Ei- 

genwert zu erwarten. In der Tat sind das dritte bis sechste Glied sowie die additive 

Konstante des Polynoms bis auf Rundungsungenauigkeiten null, so dass sich tiber 

AS ~1.8834° =0 
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nur eine einzige Losung fiir A ergibt: 

A, =1.883. 

Zur Berechnung des Vektors v; der nicht-normierten Diskriminanzkoeffizienten der 

einzigen extrahierbaren Diskriminanzfunktion setzen wir den ermittelten Wert fiir A, 

in die Bestimmungsgleichung 22 ein: 

(wip-aDv, =0 

            

[0.877-1.883 0.600 0.302 0.769 0.154 0.018] [vj] [0] 

0.597 0.408~1.883 0.205 0.523 0.105 0.012) | vj] 10 
7 ~316 —216 —.109-1.883 —277 —.056 ~.006} | v;3} [0 
- 0.764 0.523 0.263 0.670-1.883 0.134 —015! | y4{ lo! 

0.233 0.159 0.080 * 0.204 0.041-1.883 0.005] | v5] | 0 
| =.242 ~.166 -.083 ~212 ~.043 -.005-1.883] | vig} [0] 

Die Lésungen des homogenen Gleichungssystem, das nach Ausfithren des Matrix- 

produkts resultiert, sind nur bis auf eine Proportionalitétskonstante bestimmbar, so 

dass ein Element frei gewahlt werden kann (vgl. z.B. Moosbrugger, 1997). Setzen 

wir vi; = 1, resultiert der Eigenvektor 

i 
0.680 
~ 361 

~| 0.871 
0.265 

| -.276|     
der als Elemente die noch nicht normierten Diskriminanzkoeffizienten enthalt, wel- 

che nach Gleichung 27 zu einer gepoolten Innergruppen-Varianz der Diskrimi- 

nanzwerte von 

3 =6.773 
(w)yl 7 

fiihren. Der Vektor b; der normierten Diskriminanzkoeffizienten errechnet sich so- 

dann nach Gleichung 26 wie folgt:
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b, =¥ 
S(w)yl 

ri ' 0.384 | 

0.680 0.261 

_|-361] 1 _ |-.139 

~| 0.871} 2.602 | 0.335] 
0.265 0.102 

| —.276 | | —.106 | 

Die additive Konstante 419 ergibt sich nach Gleichung 29 als 

Bip = —b’ x 

| 4.60 | 

4.82 

4.66 
= [0.384 0.261 -.139 0.335 0.102 — 106]. = —3,962. 

4.73 

5.27 

| 5.08 |     
Die normierte Diskriminanzfunktion fiir unser Beispiel lautet demnach 

¥] = —3.962x9 + 0.384x, +0.261x, —.139x3 +0.335x4 +0.102x5 —.106x¢; 

ihre Anwendung liefert fiir die beiden untersuchten Teilstichproben folgende Grup- 

penmittelwerte: 

Yi1 = bio + ¥ by 
| 0.384] 

0.261 
—.139 

= ~3,962+[2.93 3.86 4.09 3.27 4.98 5.05]: =~-1,325. 
0.335 
0.102 

| —.106 |     
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Yar = bio + X'2 By 

! 0.384 | 

0.261 

—.139 
=-3.962+[6.22 593 5.22 6.16 5.56 5.1l]- = 1.342. 

0.335 

0.102 

| —.106 |     
Die Beurteilung der erzielten Diskriminationsfahigkeit kann nun sowohl deskriptiv 

als auch inferenzstatistisch vorgenommen werden. Da sich nur eine Diskriminanz- 

funktion ermitteln lieB, erlibrigt sich die Berechnung der verschiedenen Eigen- 

wertanteile. Die Beurteilung der Diskriminanzfunktion kann daher direkt nach Glei- 

chung 32 durch den — in diesem Fall mit dem multiplen Korrelationskoeffizienten R 

identischen — kanonischen Korrelationskoeffizienten o, erfolgen: 

p= A, =| 1.883 _ gag 

1+, 1+ 1.883 

Der Anteil der durch die einzige extrahierbare Diskriminanzfunktion erklarten Vari- 

  

  

anz der Gruppierungsvariablen betrigt also pr =.652. Das zu pr komplementare 

MaB Wilks A; — im Beispielfall mit dem multivariaten Wilks A nach Gleichung 34 

identisch — erhalten wir nach Gleichung 33 als 

I i 
= = 347. 

1+A, 141,883 
  A, = 

Die inferenzstatistische Uberpriifung, ob die Diskriminanzfunktion auch in der 

Grundgesamtheit zu einer Unterscheidung der beiden Gruppen flirt, erfolgt fir die 

Nullhypothese tj =p. mit dern nach Gleichung 36 ermittelbaren V-Wert 

V =-[N-1-(p*+k)/2]ina 
= -[89 -1-(6 + 2)/2]In 347 
= 88.927.
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Wahlt man ein Signifikanzniveau von a=.01, so erweist sich der V-Wert nach der 

y°-Verteilung mit p*+k-2s=6 Freiheitsgraden als signifikant (bei p*=p=6). Mit 

einem Risiko von héchstens 1% verwerfen wir daher die Nullhypothese ps) =p: und 

nehmen die Alternativhypothese an: Wir kénnen schlieBen, dass auch in der Grund- 

gesamtheit ein multivariater Gesamtunterschied der beiden Gruppen hinsichtlich der 

untersuchten Variablen besteht, dass sich also auch in der Grundgesamtheit die Mit- 

telwertevektoren von "Okkultistisch nicht Aktiven" (G)) und "Okkultistisch Aktiven" 

(G) unterscheiden. Da der Gesamtunterschied nur auf eine einzige Diskriminanz- 

funktion zuriickgeht, ertibrigt sich eine gesonderte Priifung des univariaten bzw. resi- 

duellen Wilks A: Aus dem signifikanten Ergebnis fiir den Gesamtunterschied resul- 

tiert, dass mindestens einer der Diskriminanzkoeffizienten der erhaltenen Diskrimi- 

nanzfunktion auch in der Grundgesamtheit von null verschieden ist. 

Vor einer detaillierten Beurteilung der einzelnen Merkmalsvariablen muss zu- 

nachst eine Standardisierung der Diskriminanzkoeffizienten vorgenommen werden. 

Nach Ermittlung der Diagonalmatrix D, die die Varianzen der Merkmalsvariablen 

enthdlt, lisst sich der Vektor b*, der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten nach 

Gleichung 39 berechnen: 

b*, = D”b, 

[2.880 0 0 0 0 0 1% [0384] [0.6521 

0 3.038 O 0 0 0 0.261 0.456 

| 0 4177 OO 0 0 —.139] | —.283 

“1 0 0 0 2.329 O 0 0.335} | O.S11f 

) 0 ) 0 3.426 O 0.102 0.189 

| 0 ) 0 0 0 3.935} [-.106] [-.210]             
Drei der Merkmalsvariablen scheinen eine relativ grofe Bedeutung fiir die Gruppen- 

trennung zu besitzen, da ihre standardisierten Diskriminanzkoeffizienten um das 

Zwei- bis Dreifache héher sind als die der tibrigen drei Variablen. Es handelt sich 

hierbei um die Variablen "Hexen" (X)) mit b*,,=0.652, "Magische Vorstellungen" 

(X4) mit b*,4=0.511 und "Okkultes Wissen” (X>) mit 6*).=0.455. Nach Gleichung 

40 kénnen wir den relativen Beitrag, den diese drei Variablen zur Gruppentrennung 

liefern, bestimmen:
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b*,/+|b*,|+|b%.| _ 1.61865 
2 ~ 2.300 

= 704.   

Wir sehen also, dass der relative Beitrag, den diese drei Variablen zur Diskrimination 

leisten, ca. 70% betragt. Ein ahniliches Bild ergibt sich, wenn wir den Vektor t, der 

Strukturkoeffizienten - die "Ladungen" der Merkmalsvariablen auf der Diskrimi- 

nanzvariablen — tiber die Korrelationen der Merkmalswerte mit den Diskrimi- 

nanzwerten — ermitteln. Haben wir die Interkorrelationsmatrix R nach Gleichung 42 

und die Gesamtstreuung sw, der Diskriminanzvariablen nach Gleichung 44 be- 

rechnet, ergibt sich t; als 

  

        

t, = RSv, - 

Syl 

[1 380 6.558 «£798 -.027 209]/[236 0 0 0 O O07] 

380 1 106 358 081 -.100}|/0 2070 0 O 0 

558 106 1 482 -115 121/10 0 2110 0 0 

“| 798 358.482 074 24440 0 O 2100 0 

~027 081 -.115 074 1 -.148}}0 0 O OO - 186 0 

| .209 -.100 121 244 ~148 1 io 0 0 6 0O- 197] 

ri | 866] 

0.680 677 

~361; 1 334 

| 0.871] 4393 | .855 
0.265 193 

| -.276| | 021)         
Die Variablen "Hexen" (X1) mit t,, =.866, "Okkultes Wissen" (X») mit ty =.677 aus 

dem inhaltlichen Bereich Magisch-irrationales Denken und "Magische Vorstellun- 

gen" (X4) mit t4=.855 aus dem Bereich Schizotypische Persdnlichkeitsstérung 

weisen die mit Abstand héchsten Strukturkoeffizienten auf. Die Variable "Religio- 

sitat" (X3) erreicht immerhin noch einen Strukturkoeffizienten von t%3=.334, 

wihrend die beiden Variablen aus dem Bereich Zugehirige Symptome, “Extraver- 

sion" (Xs) mit 453=.193 und “Kérperliche Beschwerden" (X¢) mit tig=.021, nur 

niedrige Korrelationen mit den Diskriminanzwerten aufweisen.
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Aufgrund der niedrigen standardisierten Diskriminanzkoeffizienten und der 

niedrigen Strukturkoeffizienten der beiden letztgenannten Variablen ldsst sich ver- 

muten, dass deren inkrementeller Beitrag zur Diskriminationsfihigkeit sich nicht als 

signifikant erweist. Zur Uberpriifung des Inkrements der Variablen “Extraversion” 

(X5) und "K6rperliche Beschwerden" (X¢), bei simulianer Aufnahme in das Modell, 

bendtigt man zundchst das multivariate Wilks A fiir das Modell mit den Variablen 

41, .», X4, welches analog dem bereits demonstrierten Rechengang mit einer auf 

p'=4 eingeschrankten Variablenzahl erzielt wird: 

Ay, x, = 366. 

Das multivariate Wilks A des gegentiber diesem Modell um Xs und X6 erweiterten 

Modells wurde mit der uneingeschrankten Variablenzahl p = 6 bereits als 

Ay. ix, = 347 

ermittelt. Das inkrementelle Wilks A Xs, errechnet sich nach Gleichung 45 XXX y 

als Quotient der beiden Werte fiir Wilks A: 

A A = ks LP L947. 
Xs Xel Kyi Xg A 

  

Den V-Wert des inkrementellen Wilks A flir die p*=p'-p=2 interessierenden Vari- 

ablen Xs; und X, ermittelt man nach der zur Uberpriifung von Inkrementen 

modifizierten Gleichung 35: 

v=-(N-1 —(p*+k)/2]In Ay iy . Xe 

= ~-[89-1-(6-4+2)/2]in 947 
= 4,683. 

Wahit man ein Signifikanzniveau von a= .05, erweist sich der inkrementelle Beitrag 

der Variablen "Extraversion" (Xs) und "K6rperliche Beschwerden" (X¢) bei simulta- 

ner Betrachtung nach der ’-Verteilung mit p*(k-1)=2 Freiheitsgraden als nicht 

signifikant (p = .094), 

Fiir die diskriminanzanalytische Lésung, die lediglich die Merkmalsvariablen X1, 

.., X4 enthalt, lasst sich -— wiederum analog dem bereits demonstrierten Rechengang 

— ein kanonischer Korrelationskoeffizient von 
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2 ( 1.729 7 
Pux Xa) = 1 (75 ) = .796 

toed “ETD, 1+1.729 

berechnen:; man erkennt, dass die mit den vier Merkmalsvariablen X1, ..., X4 gebildete 

i vo = 633 einen erklarten Varianzanteil erzielt, der 
bees Diskriminanzfunktion mit p 

nur geringfligig niedriger ist als die erklarte Varianz, die durch die mit allen sechs 

Merkmalsvariablen Xi, .., 6 gebildete Diskriminanzfunktion  erzielt wird 

( Pre xe =.652). Die beiden Variablen "Extraversion" (Xs) und "Korperliche Be- 

schwerden" (X,) aus dem Bereich Zugehdrige Symptome bieten demnach im Gesamt- 

kontext der einbezogenen Merkmalsvariablen einen mit ca. 2% nur rinimalen Ge- 

winn an diskriminatorischer Information, der sich zudem nicht gufaliskritisch absi- 

chern lisst. Demgegentiber fiihrt die allein mit den Merkmalsvariablen Xi, 0, X4 

gebildete Diskriminanzfunktion auch in der Grundgesamtheit zu einer Unterschei- 

dung zwischen den beiden Gruppen; der nach Gleichung 36 ermittelbare V-Wert mit 

pe=p 

—[g9 -1-(4.+ 2)/2] In 366 

85.435 

i 

erweist sich bei einem Signifikanzniveau von a= Ol nach der ?-Verteilung mit 

p*+k-2s=4 Freiheitsgraden als signifikant. Die Beriicksichtigung der Variablen 

"Hexen" (X;) und "“Okkultes Wissen" (X2) aus dem Bereich Magisch-irrationales 

Denken, der Variablen "Religiositat" (X3) sowie der Variablen "Magische Vorstel- 

lungen" (X4) aus dem Bereich Schizotypische PersOnlichkeitsstorung erweist sich zur 

Diskrimination zwischen den Gruppen der “Okkultistisch nicht Aktiven" (Gi) und 

der "Okkultistisch Aktiven" (G2) als hinreichend: Mit den Variablen "Extraversion” 

(Xs) und "K6rperliche Beschwerden"” (Xs) aus dem Bereich Zugehdrige Symptome 

geht kein bedeutsamer Informationsgewinn einher. Die Effizienz der Schatzung der 

Diskriminanzfunktion kénnte sich gef. erhdhen, wenn die beiden letztgenannten 

Variablen gleich von Beginn an unberticksichtigt bleiben. 
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3 Klassifikation von Objekten 

In den Termini des erstmals von Welch (1939) in die diskriminanzanalytische Lite- 

ratur eingeflihrten entscheidungstheoretischen Ansatzes stellt sich das Klassifikati- 

onsproblem folgendermaBen dar (vgl. Krzanowski & Marriott, 1995): Ein zufallig 

gezogenes Untersuchungsobjekt i mit den Auspragungen xj), ..., xip in den p Merk- 

malsvariablen soll einer von k Populationen zugeordnet werden, wobei die einzelnen 

Populationen durch ihre (px1)-Mittelwertevektoren [yj, ..., Wg, ..., Hx sowie in Form 

der Dichtefunktionen f, (X;, .., Xp} der p Merkmale charakterisiert sind. Gesucht 

wird nun eine Klassifikationsregel, mit deren Hilfe fiir jedes Untersuchungsabjekt i 

ein Schatzwert fiir die Populationszugeh6rigkeit zu einer der k Populationen ermittelt 

werden kann. Dazu wird der p-dimensionale Merkmalsraum in & disjunkte, den 

jeweiligen Populationen zugeordnete Regionen unterteilt. Von optimalen Klassifika- 

tionsregeln kann dann gesprochen werden, wenn sie die tatsichliche Fehlerrate bzw. 

den Anteil der insgesamt falsch zugeordneten Untersuchungsobjekte minimieren und 

zugleich den Anteil der insgesamt richtig zugeordneten Untersuchungsobjekte ma- 
1 2 

ximieren.”! 

3.1 Klassifikationsregein 

Die Auswahl der hier besprochenen Verfahren erfolgt unter dem Aspekt, dass sie mit 

den Anwendungsvoraussetzungen der linearen Diskriminanzanalyse vereinbar und 

somit auch auf Diskriminanzwerte anwendbar sind (Abschnitt 3.2). Zundchst werden 

Maximum-Likelihood-Regeln auf der Basis des verallgemeinerten Distanzmafes von 

Mahalanobis (1936) vorgestellt (Abschnitt 3.1.1), darauf aufbauend dann Regeln, die 

eine Maximierung der a posteriori- Wahrscheinlichkeit der GruppenzugehGrigkeit zur 

Grundlage haben (Abschnitt 3.1.2). Der letzte Abschnitt beschaftigt sich mit ver- 

schiedenen Methoden der Schatzung der tatsachlichen Fehlerrate, die zur Beurteilung 

der Klassifikationsfahigkeit einer diskriminanzanalytischen Losung von Bedeutung 

sind (Abschnitt 3.3). Die wichtigsten der vorgestellten Verfahren werden wiederum 

  

Wir beriicksichtigen hier nur Klassifikationsregeln, die in erster Linie die tatsachliche 

Fehlerrate minimieren. In bestimmten Kontexten ist die Minimierung anderer Fehlerraten 

sinnvoll (vgl. z.B. die Ansatze in Krauth, 1983). Eine Unterscheidung verschiedener Feh- 

lerraten findet sich bei Trampisch (1977). 
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in einem konkreten Rechenbeispiel anhand des Datensatzes von Brednich (1993) 

verdeutlicht (Abschnitt 3.4), 

3.1.1 Maximum-Likelihood-Regein 

Eine erste, auch intuitiv gut nachvollzichbare Klassifikationsregel besteht darin, ein 

Untersuchungsobjekt 7 derjenigen Population g zuzuordnen, welcher es hinsichtlich 

der Auspraégungen auf den p Variablen am "dhnlichsten” ist, d.h., zu deren Popula- 

tionscentroid BL, = (Megp see Majors Hap ) der durch x)= ( xi1, «4 Xj, «5 Hip)’ definierte 

Punkt im Merkmalsraum die geringste Distanz aufweist. Zur Bestimmung dieser 

Distanz eignet sich das verallgemeinerte Distanzma8 von Mahalanobis (1936), das 

die Streuungen und Interkorrelationen der p Merkmalsvariablen berticksichtigt. Kann 

von Gleichheit der (pxp)-Varianz-Kovarianzmatrizen in den & Populationen aus- 

gegangen werden (Z,=...=X,=2), lautet die quadrierte Distanz der empirischen 

Werte x zu den jeweiligen Populationsmittelwerten sip: 

Di =(x,-u,)E7(, -n,). (46) 

Das Untersuchungsobjekt 7 ist derjenigen Population zuzuordnen, flr die Ds, mini- 

mal ist. Unterstellen wir multivariate Normalverteilung der p Merkmalsvariabien, so 

folgt die Verteilung des verallgemeinerten Distanzmabes Ds, einer °-Verteilung mit 

p Fretheitsgraden (vgl. Tatsuoka, 1971). Deshalb wird diese erste Klassifikationsre- 

gel auch "Minimum-Chi-Quadrat-Regel" genannt. Sind die Populationsparameter [ty 

und & nicht bekannt, benutzen wir den Stichprobenschatzer X, bzw. (N-ky Ww.” Ist 

die Annahme der Gleichheit der Varianz-Kovarianzmatrizen 2), ..., 2 nicht haltbar, 

ist £ in Gleichung 46 durch die jeweilige gruppenspezifische Varianz-Kovarianz- 

matrix LZ, zu ersetzen. Zur Klassifikation ist dann eine modifizierte Minimum-Chi- 

Quadrat-Regel zu verwenden (vgi. Tatsuoka, 1975), gem48 der bei der Entscheidung 

liber die Gruppenzugehorigkeit der Wert 

  

*2 In der Praxis diirfte es fiir gewohnlich der Fail sein, dass die fiir die Anwendung der be- 

richteten Klassifikationsregeln bendtigten Populationsparameter aus Stichprobendaten zu 

schatzen sind. Dies folgt im Grunde aus der Anwendungslogik von Klassifikationsverfah- 

ren: Wenn die Populationsparameter bekannt sind, setzt dies eine Vollerhebung aller 

interessierenden Grundgesamtheiten voraus. Eine nachtragliche Klassifikation eines Un- 

tersuchungsobjekts wire dann nur sinnvoll, wenn die Klassenzugehérigkeit, z.B. aufgrund 

von verlorengegangenen Daten, nicht mehr bekannt ist.
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bY =(x,-,) 25", -n, )+ mls, | (47) 

zu minimieren ist. Sind die Populationsparameter py und EZ, nicht bekannt, sind auch 

in Gleichung 47 die Stichprobenschatzer x, bzw. (ng-1) "Wy zu verwenden. 

Die "Maximum-Centour-Regel' (vgl. Rulon, Tiedemann, Tatsuoka & Langmuir, 

1967) beruht unmittelbar auf der Minimum-Chi-Quadrat-Regel und fiihrt daher prin- 

zipiell nicht zu anderen Klassifikationsentscheidungen, hat aber den Vorteil gréRerer 

Anschaulichkeit, da sie sich die Verteilungsfunktion der mit p Freiheitsgraden ’- 

verteilten verallgemeinerten Distanzwerte Ds zunutze macht. Der Centour-Wert Cig 

von Untersuchungsobjekt i bezogen auf Population g ist definiert als die Differenz 

von 100 und dem Prozenirang PRig, der sich dem jeweiligen D, -Wert anhand der 

entsprechenden y?-Verteilung zuweisen lasst: 

C,, = 100- PR, . (48) 

Der Ausdruck (100—-PRig)/100 gibt die Uberschreitungswahrscheinlichkeit dafiir an, 

dass in Population g die Merkmalsauspragungen x; oder — bezogen auf den Grup- 

pencentroid yi, — extremere Werte auftreten. Daher lasst sich an dem Centourwert Cig 

unmittelbar die Plausibilitét einer Zuordnung von i zu Population g ablesen: das Un- 

tersuchungsobjekt i wird derjenigen Population zugeordnet, fiir die Cj, maximal ist. 

Ergeben sich durchweg kleine Centour-Werte und erscheint daher keine der k Klassi- 

fikationsalternativen plausibel, kann unter Umstanden auf eine Zuordnung tiberhaupt 

verzichtet werden. 

Alle bisher berichteten Klassifikationsregeln konnen auch als Maximum- 

Likelihood-Regeln aufgefasst werden, da sich die Minimierung von D, und die 

Maximierung der Likelihood L(x; | G,) der ZugehGrigkeit des Untersuchungsobjekts i 

mit dem Merkmalsvektor x, zu Population g als dquivalent erweisen.”? Unter der 

Voraussetzung von multivariater Normalverteilung und Gleichheit der Varianz- 

Kovarianzmatrizen lautet die zu Gleichung 46 dquivalente Dichtefunktion zur Er- 

mittlung der Likelihood von x; bei gegebener Population g: 

L(x,|G,) =f,(x,) = (2a) [a] 7 exp| 1/2366, -p,) E(x, -p, ) . (49) 

  

*3ian erhdlt eine Minimum-Chi-Quadrat-Regel, wenn statt der x; zugeordneten Werte der 

gruppenspezifischen Dichtefunktionen 7, (s. Gleichung 49) die nattirlichen Logarithmen 

der Dichtefunktionen Verwendung finden (vgl. Tatsuoka, 1975). 
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Liegt die Voraussetzung gleicher Varianz-Kovarianzmatrizen nicht vor, ist die zu 

Gleichung 47 aquivalente Dichtefunktion zu verwenden: 

Lx |G, ) =f,'%,) = 22)”, /" exp| (-1 /2)(x, -n, ) 2,7, -p, ) _ (50) 

Das Untersuchungsobjekt i wird derjenigen Population zugeordnet, bei der die Like- 

lihood 20x; | G,) maximal wird. Auch fiir Gleichung 49 und Gleichung 50 gilt 

wieder, dass die Stichprobenschitzer x, und (N-ky'W bzw. (g—1) We zu verwen- 

den sind, sofern die Populationsparameter pt, und Z bzw. Z, nicht bekannt sind. 

3.1.2 Maximum-Probability-Regel 

Die Anwendung von Maximum-Likelihood-Regeln minimiert die tatsachliche 

Fehlerrate genau dann, wenn keine a-priori-Wahrscheinlichkeiten der Gruppenzuge- 

hérigkeit zu berlicksichtigen sind. Diese Einschrankung hangt damit zusammen, dass 

die Likelihood L(x, | Gp) unter der hypothetischen Annahme bestimmt wird, das 

Untersuchungsobjekt i sei der Population g zugehérig. Eine auch bei ungleichen a- 

priori-Wahrscheinlichkeiten optimale Klassifikationsregel muss sich dagegen auf die 

bedingten Wahrscheinlichkeiten p(Gy| xi) stiitzen, dass die Population g bei Vor- 

liegen des Merkmalsvektors x; die zutreffende ist. 

Dieser Uberlegung folgt die "Maximum-Probability"-Regel, der zufolge ein Un- 

tersuchungsobjekt mit den Merkmalsausprigungen x; genau derjenigen Population g 

zuzuordnen ist, fiir die sich eine maximale bedingte Wahrscheinlichkeit p(Ge|x;) 

ergibt. Nach dem Bayes-Theorem bestimmt sich die gesuchte bedingte oder a- 

posteriori-Wahrscheinlichkeit p(G, xi) wie folgt: 

PG, Ix.) = PG: ): p(x,|G, ) . (51) 

> v(G,): PG, ) 
g=l 

  

Der Ausdruck p(G,) bezeichnet die a-priori-Wahrscheinlichkeit der Zugehorigkeit zu 

Gruppe g, die vor allem aufgrund des Anteils der verschiedenen Teilpopulationen an 

der Gesamtpopulation variieren kann. Sofern multivariate Normaiverteilung der p 

  

*4Dies kann auch so umschrieben werden, dass die Annahme, dass das jeweilige Untersu- 

chungsobjekt i aus Population g stammt, am "plausibelsten” ist.
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Merkmalsvariablen angenommen werden kann, lasst sich die bedingte Wahrschein- 

lichkeit p(x; | Gp) — wie die Likelihood L(x; | G,) ~ aus den Dichtefunktionen ableiten. 
Dadurch kann in Gleichung 51 statt der bedingten Wahrschemlichkeit die Wahr- 

scheinlichkeitsdichte eingesetzt werden, die anhand von Gleichung 49 bzw. 50 

ermittelt werden muss.*> Nach Vereinfachungen ergibt sich fiir die a-posteriori- 

Wahrscheinlichkeit p(G,| xi) folgende Bestimmungsgleichung, die unter Voraus- 

setzung der Gleichheit der Varianz-Kovarianzmatrizen anzuwenden ist: 

p(G, )-exp|- (1/2)(x, —p,) 27 ; -,)| 

p(G, x.) = k 

> wG,)- exp| (-1/2)(y, - L,) ET (x, ~H, ) 
gal 

  

Kann nicht von Gleichheit der Varianz-Kovarianzmatrizen ausgegangen werden, 

modifiziert sich die Bestimmungsgleichung zu 

o(G,) |B, is exp| (1/2), ~H, jz. (x, -1,)|   

(53)   p(G,|x,)= . . 
, YG, )-e,| 7 exp| (-1/23(x, —p,)2,7, -n, ) 

Fiir Gleichung 52 und Gleichung 53 ist wiederum anzumerken, dass die Stichproben- 

schatzer x, und (N-k)'W bzw. (ng-l)'W, einzusetzen sind, sofern die 

Populationsparameter p, und Z bzw. Z, nicht bekannt sind. Die Schitzung der a- 

priori-Wahrscheinlichkeiten aus den Groen der Teilstichproben als n, /N ist natiir- 

lich nur dann sinnvoll, wenn tatsdchlich eine Zufallsstichprobe der interessierenden 

Gesamipopulation erhoben wurde. 

  

25 Wegen der Beziehung p(x, ig) = L(x, |e(AX, Jr (AX) +... (AX) gilt, dass sich die 

Proportionalitatskonstante (AX,)-+...- (AX ;) +. (AX) — unabhangig von dem fiir das 

Intervall AX ;gewahlten Wert — bei Einsetzen in Gleichung 51 wegkiirzen lasst. 
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3.2 Verwendung von Diskriminanzwerten fiir die Klassifikation 

Samitliche der referierten Klassifikationsregeln konnen auch auf Basis von (normier- 

ten) Diskriminanzwerten anstelle der urspriinglichen Merkmalsvariablen zur Anwen- 

dung gebracht werden. Aufgrund der wechselseitigen Unabhangigkeit der Diskrimi- 

nanzfunktionen reduziert sich Gleichung 46 bei der Verwendung normierter Diskri- 

minanzwerte zur euklidischen Distanz 

D, =ly, -y,) ly, -y,). (55) 

Werden samtliche Diskriminanzfunktionen einbezogen, so fithren Klassifikationen, 

die mit den urspriinglichen Merkmalsvariablen und den Diskriminanzwerten vorge- 

nommen werden, zu identischen Resultaten (vgl. Tatsuoka, 1956, zitiert nach Ta- 

tsuoka, 1971). Um die Zuverlassigkeit der Zuordnungen zu erhéhen, empfiehlt es 

sich jedoch, lediglich die statistisch bedeutsamen Diskriminanzfunktionen zu beriick- 

sichtigen (vgl. Abschnitt 2.2.3.2), wodurch der Einfluss von zufalligen, stichproben- 

bedingten Gruppenunterschieden auf die Klassifikation neuer Objekte reduziert 

werden kann. Weiterhin ftihrt eine diskriminanzanalytische Selektion derjenigen 

Merkmalsvariablen, die zur Gruppentrennung am besten geeignet sind (vgl. Ab- 

schnitt 2.2.4.3), im Allgemeinen auch zu einer gréBeren Stabilitit von Klassifikati- 

onen, 

3.3. Methoden zur Schdtzung von Fehlerraten 

Die Gtite einer diskriminanzanalytischen Lésung kann (neben den in Abschnitt 2.2.3 

dargestellten Méglichkeiten) anhand der tatsachlichen Fehlerraten beurteilt werden, 

die bei ihrer klassifikatorischen Anwendung entstehen. Die Klassifikationsfahigkeit 

lasst sich dabei auch inferenzstatistisch priifen, indem die Klassifikationsmatrix, die 

zeilenweise die tatsachlichen Gruppenzugehorigkeiten und spaltenweise die prog- 

nostizierten Gruppenzugehorigkeiten enthalt, kontingenzanalytisch ausgewertet wird. 

Insbesondere fiir eine bestimmte Variablenauswahl (vgl. Abschnitt 2.2.4.3) lasst sich 

mit einer solchen “probeweisen" Klassifikation ein empirisches Kriterium gewinnen, 

anhand dessen die Zuverlassigkeit der im Einzelfall zu treffenden klassifikatorischen 

Entscheidung in Abhangigkeit von der jeweiligen Variablenauswahl eingeschdtzt
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werden kann. Im Folgenden sollen drei gangige Methoden der Schétzung der tat- 

sdchlichen Fehlerraten kurz vorgestellt werden. 

Die "Resubstitutions"-Methode (nach Smith, 1947) ist das am wenigsten auf- 
wendige Verfahren, da die Klassifizierung einfach auf denselben Datensatz appliziert 

wird, der bereits zur Bestimmung der Diskriminanzfunktionen verwendet wurde. 

Unter der realistischen Annahme, dass der Datensatz Verzerrungen aufweist, da er 

nicht aus einer Vollerhebung stammt, fiihrt die Resubstitutionsmethode zu einer 
optimistischen Unterschdtzung der tatséchlichen Feblerrate, wenn die diskrimi- 

nanzanalytische Loésung auch zur Klassifikation von stichprobenfremden Unter- 

suchungsobjekten verwendet werden soll. Die Unterschatzung wird allerdings mit 

zunehmendem Stichprobenumfang geringer. 

im Unterschied dazu fallen die Fehlerratenschdtzungen mit der "Hold-out sam- 

ple"-Methode tendenziell zu pessimistisch aus (vgl. Deichsel & Trampisch, 1985). 
Bei der "Hold-out sample"-Methode wird die Gesamtstichprobe in eine sogenannte 

Konsiruktionsstichprobe, anhand welcher die Diskriminanzfunktionen ermittelt 

werden und eine Klassifikationsstichprobe aufgeteilt, mit deren Hilfe man die Fehler- 
rate schatzt. Dabei kann dieselbe Gesamtstichprobe mehrmals in verschiedene 
Konstruktions- und Klassifikationsstichproben zerlegt werden, um die Genauigkeit 
der Fehlerratenschatzung zu erhéhen. Da jedoch fiir die Ermittlung der Diskriminan- 

zfunktionen jeweils nur ein Teil der zur Verfiigung stehenden Information ausgenutzt 

wird, ergeben sich — zurnindest bei kleinen Gesamtstichproben — suboptimale Lisun- 

gen mit Uberschéitzungen der Fehlerrate, 

Die "Leave-one-out"-Methode (Lachenbruch, 1967) ist sozusagen ein Speziaifall 

der “Hold-out sample"-Methode. Dabei wird jeweils ein Untersuchungsobjekt aus 

der Gesamtstichprobe anhand der Diskriminanzfunktionen klassifiziert, die auf Basis 
der Daten der tibrigen N-1 Untersuchungsobjekte bestimmt worden sind. Dieses 

Verfahren wird dann N-mal wiederholt, so dass jede der N Personen (d.h. die jeweils 

ausgelassene Person) auf Basis einer Konstruktionsstichprobe von N-1 Personen 

klassifiziert werden kann. Die relativ aufwendige “Leave-one-out"-Methode liefert 

unter volistandiger Ausnutzung der vorhandenen Information eine nahezu unverzerr- 

fe Schatzung der tatsdchlichen Fehlerraten. 
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3.4 Rechenbeispiel: Zuordnung von Probanden zur Gruppe der "Okkultistisch Akti- 

ven" oder zur Gruppe der "Okkultistisch nicht Aktiven" 

Zur Wustration der Anwendung einiger der genannten Klassifikationsregeln soli wie- 

der der Datensatz aus der Untersuchung von Brednich (1993) herangezogen werden. 

Die exemplarische Veranschaulichung der Zuordnung eines Untersuchungsobjektes 

soll anhand des Diskriminanzwerts eines Probanden erfolgen, dessen Gruppenzuge- 

horigkeit bereits bekannt ist. Dies entspricht dem Vorgehen bei der Uberpriifung der 

Klassifikationsfahigkeit einer diskriminanzanalytischen Lésung anhand der Resub- 

stitutionsmethode. Im Anschluss daran soll die Klassifikationsmatrix erldutert wer- 

den, die man erhalt, wenn alle N= 89 Untersuchungsobjekte in der dargelegten Weise 

klassifiziert werden. , 

Als Untersuchungsobjekt wird einfachheitshalber der erste Proband aus der Teil- 

stichprobe der "Okkultistisch nicht Aktiven" (Gi) mit dem Merkmalsvektor 

x,=[6 18 4 4 5] 

gewahit. Durch Einsetzen in-die normierte Diskriminanzfunktion erhadlt man den 

Diskriminanzwert 

Y11 = Dig + xy by 
[ 0.384] 
0.261 
—.139 

=~-3.962+|6 18 4 4 5]: = —1.285. 
0.335 
0.102 

| —.106 |     
Da mit normierten Diskriminanzwerten gearbeitet wird und Gleichheit der Varianz- 

Kovarianz-Matrizen in den Gruppen unterstellt werden kann, werden zur Ermitthing 

der Distanzen von Untersuchungsobjekt 1 zu den Gruppenmittelwerten der Dis- 

kriminanzvariablen die euklidischen Distanzen nach Gleichung 55 berechnet: 

=(y,,-¥,)° =(-1.285+1.325)* =1.568-10°, Dy, 

D2 =(y,- Fy) = (1.285 - 1.342)" = 6.898.
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Da die euklidische Distanz zum ersten Gruppenmittelwert mit D/ =0.0016 im 

Vergleich zu Dj, =6.898 sehr klein ausfallt, wird das Untersuchungsobjekt 1 nach 

der Minimum-Chi-Quadrat-Regel eindeutig der Gruppe der "Okkultistisch nicht 

Aktiven" (G,) zugeordnet, wobei ein Vergleich mit der tatsichlichen Gruppenzuge- 

horigkeit zeigt, dass die Klassifikationsregel zu einer richtigen Zuordnung gefiihrt 

hat. 

Da nur eine Diskriminanzfunktion zu beriicksichtigen ist, die euklidischen Distan- 

zen bereits vorliegen und der Stichprobenschatzer (N-K)'W fiir die Varianz- 

Kovarianz-Matrix £ aufgrund der Normierung und wechselseitigen Unabhingigkeit 

der Diskriminanzfunktionen eine Einheitsmatrix ist, vereinfacht sich die Berechnung 

der Likelihoods bzw. Dichten nach Gleichung 49: 

LG) =f.) = 22) expl(-1/2)D2 |= 22% expl(-1/2)-1.568-107] = .399, 

LO |G.) =f.) = 22)” expl(-1/2)D3 |= (20) % exp[(-(1/2) 6.898] = 1.268-10°, 

  

Wie zu erwarten ist, ergibt sich fiir die Klassifikation von Untersuchungsobjekt | in 

die Gruppe der "Okkultistisch nicht Aktiven" (G,) auch eine viel gréBere Likelihood 

als fir die Klassifikation in die Gruppe der "Okkultistisch Aktiven" (G2). 

Die Bestimmung der a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten nach Gleichung 52 lasst 

sich ebenfalls vereinfachen, da ~ zumindest auf Stichprobenebene — von gleichen a- 

priori-Wahrscheinlichkeiten ausgegangen wird: 

exp|(—1/2)D? | 
  

  

  

PG) = expl(-1/2)D), }+ exp|(-1/2)D,| - exp|(-1/2)-1.568-107| = 
~ exp|(-1/2)-1.568- 107 ]+ exp[(-1/2) 6.898] | 

~1/2)D?. 
P(Ga) 941) = enn 2 exp|(-1 / 2)D;, + exp\(—-1/ 2D; | 

exp|(-1/2) - 6,898] 
= 3.082-107. 

exp|(-1/2)-1.568- 107 ]+ exp[(-1/2) 6.898] 
  iH 

Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit von p(Gily,;)=.969 fiir die Zugehdrigkeit von 

_ Untersuchungsobjekt zur Gruppe der "Okkultistisch nicht Aktiven"” (G)) ist we- 

sentlich héher als p(Gly11) =3.082-107, so dass erwartungsgemad8 (da keine unter- 

schiedlichen a-priori- Wahrscheinlichkeiten zu beriicksichtigen waren) auch nach der
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Maximum-Probability-Regel das Untersuchungsobjekt 1 der Gruppe G; zuzuordnen 

ist. 

Wird die Maximum-Probability-Regel zur Uberpriifung der Klassifikationsgiite 

aller N=89 Untersuchungsobjekte angewendet, so erhilt man die in Tabelle 2 

wiedergegebene Klassifikationsmatrix: 

Tabelle 2. Klassifikationsmatrix 

  

Prognostizierte Gruppenzugehérigkeit 
  

  

  

Tatsichliche Gruppen- G, G, Zeilen- 

zugehorigkeit summen 

GC; 40 4 44 

44.94% ‘ 4.49% 

Go 5 40 45 

5.62% 44.94% 

Spaltensummen 45 44 N=89 
  

Anmerkungen. G,: "Okkultistisch nicht Aktive"; G.: "Okkultistisch Aktive’. In der 

Hauptdiagonalen findet sich der Anteil der richtig klassifizierten Untersuchungsobjekte, 

auBerhalb der Hauptdiagonalen der Anteil der falsch klassifizierten Untersuchungsobjekte. 

Wie man an der Klassifikationsmatrix ablesen kann, wird mit einer Klassifikation auf 

Basis der Diskriminanzwerte eine mit etwa 10% recht geringfiigige tatsdchliche 

Fehlerrate erzielt. Eine Klassifikation auf Basis der Merkmalswerte wiirde zu iden- 

tischen Resultaten fiihren, da die einzige extrahierbare Diskriminanzfunktion das 

gesamte Diskriminanzpotential der Merkmalsvariablen ausschépft. Zu beachten ist 

allerdings, dass die Fehlerratenschadtzung mit Hilfe der Resubstitutionsmethode dic 

tatsdchlichen Fehlerraten optimistisch unterschdtzt. Aus einer zusatzlichen Fehler- 

ratenschdtzung anhand der “Leave-one-out"-Methode wtirde wahrscheinlich eine 

etwas geringere Trefferquote resultieren.
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Anhang: Index der verwendeten Notation in alphabetischer Reihenfolge 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

sym- Bedeutung 

bol 

bs Additive Konstante in der s-ten, normierten Diskriminanzfunktion 

bg Normierter Diskriminanzkoeffizient von Merkmalsvariable 7 in der s-ten 

Diskrimimanzfunktion 

b* Standardisierter Diskrimmanzkoeffizient von Merkrnalsvariable j in der s- 

ten Diskriminanzfunktion 

b*. Mittlerer Diskriminanzkoeffizient von Merkmalsvariable j 

b, (px1)-Vektor der normierten Diskriminanzkoeffizienten der  s-ten 

Diskriminanzfunktion 

b*, (px1)-Vektor der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten der s-ten 

Diskriminanzfunktion : 

Bs (px1)-Vektor der Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunk- 

tion in der Grundgesamtheit 

B (pxp)-Matrix der Zwischengruppenstreuungen (Zwischengruppen- 

Quadratsummen und -Kreuzprodukte) 

Cig Centour-Wert von Untersuchungsobjekt i bezogen auf Gruppe g 

C (pxp)-Gesamt-Varianz-Kovarianzmatrix der p Merkmalsvariablen 

Ds Quadrierter Abstand von Untersuchungsobjekt i und dem Gruppencentroid 

von Gruppe g 

D (pxp)-Diagonalmatrix mit den Innergruppen-Varianzen der p Merk- 

malsvariablen auf der Hauptdiagonalen 

fe(xi) Wert von Untersuchungsobjekt i in der Dichtefunktion der p Merk- 

malsvariablen in Gruppe g 

g Laufindex fiir die Gruppen, mit g=1, ..., & 

G, Gruppe g 

i Laufindex fiir die Untersuchungsobjekte, mit i= 1, ..., N 

t Laufindex fiir die Untersuchungsobjekte, mit /'=1, ..., ag 

I (pxp)-Einheitsmatrix 

] Laufindex fiir die Merkmalsvariablen, mit j= 1, ..., p 

k Anzahl der Gruppen 

L(xilg)_ Likelihood der Zugehdérigkeit von Untersuchungsobjekt i zu Gruppe g 

As Diskriminanzkriterium der s-ten Diskriminanzfunktion 

A Multivariates Wilks Lambda 

Ag Univariates Wilks Lambda der s-ten Diskriminanzfunktion 
  

Axz Multivariates Wilks Lambda fiir das um die Variable Z erweiterte Modell 
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Agx inkrementelles Wilks Lambda fiir die Erweiterung des ursprtinglichen 

Modells um die Merkmalsvariable Z 

Hej Mitielwert von Merkmalsvariable j in der g-ten Subpopulation 

Lg (px1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen in der g-ten Subpopula- 

tion 

pg” ((p+1)x1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen und der zusdtzli- 

chen Merkmalsvariablen Z in der g-ten Subpopulation 

Ng Anzahl der Untersuchungsobjekte in Gruppe g 

N Anzahl der Untersuchungsobjekte in allen & Gruppen 

D Anzahl der Merkmalsvariablen 

p Anzahl der Merkmalsvariablen im eingeschrinkten Modell 

p(g) A-priori Wahrscheinlichkeit der ZugehGrigkeit zu Gruppe g 

p(gix;) A-posteriori-Wahrscheinlichkeit der Zugehdérigkeit von Untersuchung- 

sobjekt i zu Gruppe g 

PRig Prozentrang (Chi-Quadrat-Verteilung) des quadrierten Abstands von Un- 

tersuchungsobjekt i und Populationscentroid von Gruppe g 

O,(¥,) Quadratsumme zwischen den Gruppen auf der Diskriminanzvariablen s 

OY.) Totale Quadratsumme auf der Diskriminanzvariablen s 

Q.{¥,) Quadratsumme innerhalb der Gruppen auf der Diskriminanzvariablen s 

r Anzahl der Diskriminanzfunktionen 

R (pxp)-Interkorrelationsmatrix der p Merkmaisvariablen 

2s Kanonischer Korrelationskoeffizient fiir die s-te Diskriminanzfunktion 

Ss Laufindex fiir die Diskriminanzfunktionen, mit s= 1, ..., 7 

Sew) Gepoolte Innergruppen-Standardabweichung der Merkmalsvariablen j 

Sw Gesamt-Standardabweichung der Diskriminanzwerte der s-ten, nicht 

normierten Diskriminanzfunktion 

Swys  Gepoolte Innergruppen-Standardabweichung der Diskriminanzwerte der s- 

ten, nicht normierten Diskriminanzfunktion 

s (pxp)-Diagonalmatrix mit den Standardabweichungen der p Merk- 

malsvariablen auf der Hauptdiagonalen 

z (pxp)-Varianz-Kovarianzmatrix innerhalb der Gruppen in der Grundge- 

samtheit 

2g Varianz-Kovarianzmatrix der p Merkmalsvariablen in der g-ten Subpopu- 

lation 
  

Anzahl der bereits extrahierten Diskriminanzfunktionen 
  

Strukturkoeffizient von Merkmalsvariable j beziiglich der s-ten Diskrimi- 

nanzfunktion 
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t, (px1)-Vektor der Strukturkoeffizienten beztiglich der s-ten Diskriminan- 

zfunktion 

T (pxp)-Matrix der Gesamtstreuungen (Quadratsummen und Kreuzprodukte) 

u Emheitsvektor der Lange n, bzw. N 

Vgj Nicht normierter, unstandardisierter Diskriminanzkoeffizient von Merk- 

malsvariable 7 in der s-ten Diskriminanzfunktion 

Vs (px1)-Vektor der Diskriminanzkoeffizienten der s-ten Diskriminanzfunk- 

tion 

4 Y-Wert fiir das multivariate Wilks Lambda 

V, V-Wert ftir das univariate Wilks Lambda der s-ten Diskriminanzfunktion 

Vet,..2 W-Wert fiir das residuelle Wilks Lambda nach Extraktion der ersten ¢ 

Diskriminanzfunktionen 

WwW (pxp)-Matrix der gepoolten « Innergruppenstreuung (Innergruppen- 

Quadratsummen und -Kreuzprodukte) 

W, (pxp)-Matrix der Innergruppenstreuung (Innergruppen-Quadratsummen 

und -Kreuzprodukte) in Gruppe g 

Xi Merkmalswert von Untersuchungsobjekt i auf Merkmalsvariable ; 

X; Merkmalsvariable j 

Xai Gruppenmittelwert von Gruppe g auf Merkmalsvariable j 

x, Gesamtmittelwert der Merkmalsvariablen j 

Xpj (tgX 1)-Merkmalsvektor der n, Untersuchungsobjekte auf Merkmalsvari- 

able j in Gruppe g 

Xi (ixp)-Merkmalsvektor von Untersuchungsobjekt i 

Xj (Nx1)-Merkmalsvektor der N Untersuchungsobjekte auf Merkmalsvariable 

J 
x, (px1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariabien in Gruppe g 

x (px1)-Mittelwertevektor der p Merkmalsvariablen in der Gesamtstichprobe 

X (Nxp)-Datenmatrix 

X, (mpxp)-Teilmatrizen von X flir Gruppe g 

xX (Nxp)-Matrix der Gruppenmittelwerte der p Merkmalsvariablen 

xX (Nxp)-Matrix der Gesamtmittelwerte der p Merkmalsvariablen 

Vis Diskriminanzwert von Untersuchungsobjekt i auf Diskriminanzvariable s 

Y, Diskriminanzvariable s 

Ves Gruppenmittelwert der Diskriminanzwerte von Gruppe g auf Diskrimi- 

nanzvariable s. 

y Gesamtimittelwert der Diskriminanzwerte auf Diskriminanzvariable s 

¥s (Nx 1)-Vektor der Diskriminanzwerte der s-ten Diskriminanzfunktion 

Zz Zum urspriinglichen Modell hinzugeftigte Merkmalsvariable 
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