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1 Grundlegendes
1.1 Problemstellungen der Diskriminanzanalyse

Die Diskriminanzanalyse ist ein multivariates statistisches Verfahren zur Analyse

und Priifung von Gruppenunterschieden. Ausgangspunkt ist in der Regel die folgende

Datensituation: Aus k verschiedenen Populationen wurden Zufallsstichproben gezo-

gen; fiir jedes der N Untersuchungsobjekte liegen Messwerte auf p verschiedenen

Merkmalsvariablen vor (vgl. den Index der verwendeten Symbole und ihrer Bedeu-

tungen im Anhang). Anhand dieser Informationen lassen sich mit der Diskriminanz-

analyse Fragestellungen aus zwei verschiedenen, wenngleich logisch zusammenhin-
genden Problembereichen bearbeiten (zu dieser Unterscheidung vgl. z.B. Krzanowski

& Marriott, 1995):

— Diskrimination zwischen Gruppen. Mit der hier ausschlieBlich behandelten line-
aren Diskriminanzanalyse (s.u.) kann eine geordnete Folge von Diskriminanz-
funktionen bestimmt werden, die eine detaillierte Analyse multivariater Unter-
schiede zwischen Gruppen erlauben. Diskriminanzfunktionen sind diejenigen —
voneinander unabhéngigen — Dimensionen, die im Variablenraum eine optimale
Trennung (Diskrimination) zwischen den Gruppen erzielen. Das diskriminatori-
sche Potential der (in der Regel) intervallskalierten Merkmalsvariablen wird also
auf eine geringere Anzahl von Dimensionen verdichtet; jede von ihnen reprisen-
tiert diskriminatorische Information, die in den iibrigen Diskriminanzfunktionen
nicht enthalten ist. Weiterhin kann der Beitrag der urspriinglichen Merkmalsvaria-
blen zu den einzelnen Diskriminanzfunktionen ermittelt werden, wodurch eine
Beschreibung und gegebenenfalls eine Erklarung multivariater Unterschiede mog-

lich wird. Umgekehrt lassen sich auf diesem Weg diejenigen Merkmalsvariablen
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seligieren, die zur Diskrimination zwischen den Gruppen am besten geeignet sind.
— Klassifikation von Objekten.! Ein weiteres Anwendungsgebiet der Diskriminanz-
analyse besteht in der Formulierung von Klassifikationsregeln, anhand derer eine
moglichst fehlerfreie Zuordnung ,,neuer Objekte zu einer der definierten Gruppen
erfolgen kann. Bei diesen ,,neuen” Objekten sind lediglich die Ausprigungen auf
den p Merkmalsvariablen bekannt, nicht aber ihre Gruppenzugehdorigkeit. Ge-
schieht die Formulierung von Klassifikationsregeln auf parametrischer Basis,
miissen die relevanten Parameter bekannt sein bzw. aus Stichprobendaten ge-
schitzt werden und Annahmen iber die Verteilungsform der Merkmalsvariablen
in den Populationen gemacht werden. Die Verwendung von Diskriminanzfunktio-
nen zu Klassifikationszwecken kann die Giite der Klassifikation erhShen.
Die Bezeichnung ,.Diskriminanzanalyse* wird iiblicherweise fiir eine Vielzahl von
heterogenen Verfahren verwendet, die meist auf Klassifikationsprobleme bezogen
sind, und die sich etwa hinsichtlich des Skalenniveaus der zugrundeliegenden Merk-
malsvariablen, der zugrunde gelegten Verteilungsmodelle, der Einordnung als para-
metrische versus nicht-parametrische Verfahren oder der von einer Klassifikationsre-
gel zu optimierenden Zielkriterien unterscheiden (fiir einen Uberblick s. z.B. Das
Gupta, 1973; Krauth, 1983). Im Mittelpunkt der folgenden Ausfilhrungen zum Dis-
kriminationsproblem steht die lineare Diskriminanzanalyse, die in ihrer Formulie-
rung fiir den Fall von zwei Gruppen auf R. A. Fisher (1936) zuriickgeht.? IThre Ver-

' Der Begriff , Klassifikation® wird hier im Sinne der Zuordnung von Objekten zu bereits
bekannten wohldefinierten Gruppen gebraucht (vgl. Schweizer, 1996). Die Diskriminanz-
nalyse ist damit von der Art klassifikatorischer Probleme abzugrenzen, wie sie von der
Clusteranalyse bearbeitet werden. Von manchen Autoren (z.B. Kendall, 1966; Krauth,
1983) wird daher fiir diskriminanzanalytische Klassifikationsprobleme der Terminus
,Diskrimination” verwendet, wihrend , Klassifikation“ allein die clusteranalytische Ziel-
vorgabe bezeichnen soll, fiir eine Menge von Untersuchungsobjekten anhand bestimmter
Merkmale eine sinnvolle Gruppeneinteilung erst zu bestimmen. Wir wollen demgegeniiber
an der oben ausgefiihrten Explikation der Begriffe ,,Diskrimination und ,,Klassifikation*
festhalten, um die beiden grundlegenden Anwendungsbereiche der Diskriminanzanalyse
klar unterscheiden zu kénnen. Eine forschungspraktische Beziehung zwischen Diskrimi-
nanz- und Clusteranalyse besteht iibrigens darin, dass clusteranalytisch ermittelte Gruppie-
rungen anhand eines neuen Variablensatzes diskriminanzanalytisch tiberpriift werden kon-
nen (vgl. z.B. Moosbrugger & Frank, 1992).

* Im Folgenden wird deshalb meist abkiirzend nur noch von , Diskriminanzanalyse” die
Rede sein, auch wenn die lineare Diskriminanzanalyse im Speziellen gemeint ist.
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allgemeinerung auf den Mehr-Gruppen-Fall, mithin die Begriindung der multiplen

(linearen) Diskriminanzanalyse, ist im Wesentlichen durch Rao (1948) und Bryan

(1951) geleistet worden. Neben ihrer weiten Verbreitung3 sprechen eine Reihe in-

haltlicher Griinde fiir eine bevorzugte Darstellung der linearen Diskriminanzanalyse

(vgl. Erb, 1990):

— Breite der Erkenninismoglichkeiten. Bei der linearen Diskriminanzanalyse sind im
Unterschied zu anderen diskriminanzanalytischen Verfahren die Problembereiche
der Diskrimination und der Klassifikation eng aufeinander bezogen, so dass sich
neben verbesserten Moglichkeiten der Formulierung von Klassifikationsregeln
auch Losungen fiir den Problembereich der Diskrimination zwischen Gruppen er-
geben.

~ Robustheit. Die Anwendung der linearen@Diskriminanzanalyse setzt das Vorliegen
von vergleichsweise restriktiven Bedingungen beziiglich des zugrunde gelegten
Datensatzes voraus, insbesondere das Vorliegen intervallskalierter Merkmalsva-
riablen, die multivariate Normalverteilung der Merkmalsvariablen in den unter-
suchten Populationen und die nsherungsweise Gleichheit der Varianz-Kovarianz-
matrizen in den Gruppen. Trotzdem fiihrt das Verfahren auch bei teilweiser Ver-
letzung dieser Voraussetzungen zu befriedigenden Resultaten; Nominalskalierte
Merkmalsvariablen konnen problemlos in dichotome Dummy-Variablen umko-
diert werden, die sich rechnerisch wie intervallskalierte Variablen behandeln las-
sen. Von einer Verletzung der multivariaten Normalverteilung der Merkmalsva-
riablen ist die Anwendung von Signifikanztests sowie die Klassifikation von Ob-
jekten auf der Basis von Wahrscheinlichkeiten der Gruppenzugehérigkeit betrof-
fen. Zumindest die Moglichkeit einer reliablen Klassifikation bleibt jedoch auch
bei nur ungenauer Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten bestehen, wenn die
Gruppencentroide hinreichend getrennt sind (vgl. Lachenbruch, 1975). Liegen
schlieBlich innerhalb der Gruppen stark ungleiche Streuungen der Merkmalsvaria-
blen vor, kann eines der beiden Ziele der linearen Diskriminanzanalyse, die Dis-
krimination zwischen Gruppen, nicht verfolgt werden, da keine verlisslichen
Schétzungen der wahren Streuungen in den einzelnen Gruppen moglich sind. Im-

3 Nach Krauth (1983) ist die (multiple) lineare Diskriminanzanalyse in der psychologischen
Forschung das am héufigsten eingesetzte diskriminanzanalytische Verfahren. Zudem ist
sie das einzige Verfahren, das in samtlichen der gingigen statistischen Programmpakete
(SPSS, SPSS Inc., 1996; SAS, SAS Institute Inc., 1998; BMDP, Dixon, 1992) verfiigbar
1st.
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merhin lassen sich aber auch in diesem Fall unter Umgehung der Schitzung von
Diskriminanzfunktionen Klassifikationsregeln direkt auf Basis der Merkmalsva-
riablen formulieren.

— Interpretierbarkeit. Aufgrund des linearen Charakters der Diskriminanzfunktionen
liefert die lineare Diskriminanzanalyse Ergebnisse, die einer inhaltlichen Inter-
pretation verhiltnisméBig leicht zuginglich sind. Auch die Inspektion der Ergeb-
nisse mittels graphischer Veranschaulichungen wird gegeniiber nichtlinearen Ver-

fahren wesentlich vereinfacht.

1.2 Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu anderen multivariaten

Analyseverfahren

Die engen Beziehungen der Diskriminanzanalyse zu einer Reihe anderer statistischer
Analyseverfahren lassen sich an ihren mathematischen Grundlagen insbesondere
dann gut ablesen, wenn man sich verdeutlicht, dass die Diskriminanzanalyse prinzi-
piell einen Beitrag zu jedem Forschungsproblem leisten kann, das den Vergleich von
zwei oder mehr als zwei Gruppen hinsichtlich eines multivariaten Datensatzes bein-
haltet (vgl. Huberty, 1975).* Eine kurze Skizze der Stellung der Diskriminanzanalyse
zu anderen géngigen statistischen Verfahren kann diesen Anspruch verdeutlichen:
Mit der multivariaten Varianzanalyse (MANOVA) hat die Diskriminanzanalyse
die Variablenkonstellation gemeinsam, die den Ausgangspunkt der Analyse bildet.
Wihrend sich die genuine Zielsetzung der MANOVA auf die Priifung von Hypothe-
sen beschrénkt, welche Gesamtunterschiede von Populationen hinsichtlich eines iiber
mehrere Merkmalsvariablen operationalisierten, komplexen Merkmals betreffen,
konnen wir mit der Diskriminanzanalyse die weitergehende Fragestellung untersu-
chen, inwieweit die einzelnen Variablen — im multivariaten Zusammenhang — zum
Zustandekommen des Gesamtunterschiedes beitragen. Hierzu stellt die Diskrimi-
nanzanalyse als konfirmatorisches Verfahren auch Mittel zu einer detaillierten infe-

renzstatistischen Priifung zur Verfligung.

* Wenn jedoch — wie vielfach in einschligigen Lehrbuchkapiteln (z.B. Hartung & Elpelt,
1984) — unter dem Stichwort "Diskriminanzanalyse” lediglich Klassifikationsverfahren
betrachtet werden, wird die Einbettung der Diskriminanzanalyse in den Kontext der multi-
variaten Statistik haufig nicht sichtbar,
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Ein diskriminanzanalytisch zu bearbeitendes Forschungsanliegen kann demnach
darin bestehen, multivariate Gruppenunterschiede im Riickgriff auf die beteiligten
Merkmalsvariablen zu erkliren bzw. — sofern "neue" Objekte vorgegebenen Gruppen
zugeordnet werden sollen — Gruppenzugehdrigkeiten zu prognostizieren. Daran wird
die Nihe zu regressionsanalytischen Fragestellungen deutlich, mit dem einzigen
Unterschied, dass die dort typischerweise intervallskalierte, kontinuierliche Kriteri-
umsvariable in der Diskriminanzanalyse durch eine nominalskalierte Gruppierungs-
variable ersetzt wird. Daher fithren im Zwei-Gruppen-Fall Diskriminanz- und Re-
gressionsanalyse zu identischen Resultaten, wenn fiir die Gruppierungsvariable eine
geeignete Dummy-Kodierung verwendet wird (vgl. z.B. Hattemer, 1974).

Analog lasst sich eine Diskriminanzanalyse mit mehr als zwei Gruppen ~ wie die
multivariate Varianz- und Regressionsanalyse — in formaler Hinsicht als Spezialfall
der kanonischen Korrelationsanalyse auffassen (vgl. Tatsuoka, 1953). Die Diskrimi-
nanzfunktionen reprisentieren dann kanonische Variablen; die kanonischen Korrela-
tionskoeffizienten geben den Zusammenhang zwischen Linearkombinationen der
Merkmalsvariablen auf der einen und Linearkombinationen der dummykodierten
Gruppierungsvariablen auf der anderen Seite wieder. Demnach ldsst sich auch die
Diskriminanzanalyse unter das Allgemeine Lineare Modell subsumieren (vgl. z.B.
Moosbrugger, 1983).

Die rechnerische Losung des Diskriminationsproblems weist (wie die kanonische
Korrelationsanalyse mit ausschlieBlich intervallskalierten Variablen) starke Beziige
zum Vorgehen bei der Hauptkomponentenanalyse auf (vgl. z.B. Tatsuoka, 1971). Als
Resultat erhalten wir hier wie dort wechselseitig unabhéngige Dimensionen, die ge-
meinsam einen Unterraum des Variablenraums konstituieren. Anders als die Fakto-
ren der Hauptkomponentenanalyse werden die Diskriminanzfunktionen allerdings
nach dem Kiriterium extrahiert, eine sukzessiv maximale Trennung zwischen den
Gruppen zu erreichen. Die Diskriminanzanalyse kann damit als variablenreduzieren-
des Verfahren verstanden werden, das unter Ausschopfung des Diskriminationspo-
tentials der urspriinglichen Merkmalsvariablen eine 6konomische, tibersichtliche und
gegebenenfalls interpretierbare Dafstellung multivariater Gruppenunterschiede er-

mdglicht.
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1.3 Uberblick

Ausfiihrliche Darstellungen der linearen Diskriminanzanalyse einschlieBlich ihrer
formalen Beziige zu anderen multivariaten Analysetechniken finden sich unter ande-
rem bei Tatsuoka (1971), Cooley und Lohnes (1971) sowie Bortz (1993). Wegen der
Beschrinkung auf die lineare Diskriminanzanalyse kénnen diskriminanzanalytische
Verfahren fiir kategoriale und gemischtskalierte Datensétze (vgl. hierzu Goldstein &
Dillon, 1978; Fahrmeir & Hamerle, 1984) und diskriminanzanalytische Verfahren fiir
den Fall nicht-normalverteilter Gruppen (vgl. hierzu Trampisch, 1975) nicht behan-
delt werden. Die Monographie von Lachenbruch (1975) bietet einen Abriss des ge-
samten Bereichs der Diskriminanzanalyse. Einen Uberblick iiber diskriminanzanaly-
tische Techniken mit einem Schwerpunkt auf Klassifikationsproblemen geben
Krauth (1983) sowie Deichsel und Trampisch (1985). Uber die Grundziige der Ent-
wicklung verschiedener diskriminanzanalytischer Ansitze informiert die systemati-
sche Zusammenstellung von Das Gupta (1973).

Diskriminations- und Klassifikationsprobleme lassen sich prinzipiell unabhingig
voneinander behandeln. Daher werden die beiden grundlegenden Anwendungsmdg-
lichkeiten der Diskriminanzanalyse in zwei getrennten Abschnitten dargestellt (Ab-
schnitt 2 und Abschnitt 3). Dabei wird die Analyse von Gruppenunterschieden als der
logisch vorgingige Verfahrensschritt zuerst erdrtert; eine an einer geometrischen
Veranschaulichung orientierte Einfiihrung in die Grundprinzipien des Verfahrens
(Abschnitt 2.1) wird den mathematischen Grundlagen und der rechnerischen Durch-
fiihrung der Diskriminanzanalyse (Abschnitt 2.2) vorangestellt. Alle wesentlichen
Rechenschritte werden zudem exemplarisch an einem Datensatz aus der Personlich-
keitsforschung (Brednich, 1993) zur Anwendung gebracht (Abschnitt 2.3 und Ab-
schnitt 3.4).

2 Diskrimination zwischen Gruppen
2.1 Grundprinzip der Diskriminanzanalyse
Das Grundprinzip der Diskriminanzanalyse soll zundchst anhand des einfachsten

Falles von zwei Gruppen erldutert werden, bei dem eine Diskriminanzfunktion zur
Gruppentrennung geniigt (Abschnitt 2.1.1). Im néchsten Schritt wird dann gezeigt,





































































































































































